1973. G 8. Egy szamtani sorozat els6 n elemének Osszege egyenlS az els6 m
elemének az Gsszegével (n # m).
Bizonyitsa be, hogy az els§ n + m elem 6sszege nulla!

Lassunk néhany példat... Vegyiink egy konkrét esetet: legyen a; = 1,
d =2, m=15. Az els§ 15 elem Gsszegét S15-tel jelolve az els§ 16 elem Gsszege
aig-tal lesz t6bb S15-nél, az els6 17 elem Gsszegéhez aq7-tel kell tovabb névelni:
ha 15-nél t6bb kezd§ elem Osszegét tekintjiik, az nyilvan nagyobb lesz Si5-nél.

Az el6z6 gondolat nyilvan dltalanosithaté: ha a kezdd tag pozitiv és a kiilonb-
ség is pozitiv, akkor nemcsak a sorozat névekvs, hanem n novelésével az elsé n
tag Osszege is egyre nagyobb lesz. Hasonléképpen negativ kezd§ tag és negativ
kiilonbség esetén tetszéleges n-re negativ S,-et kapunk, amit tovabbi tagok
hozzidadéasaval tovabb csékkentiink. Ugyanez a helyzet a; = 0 esetén is: ha
d > 0, akkor az els6 két tag Gsszege pozitiv, tovabbi tagok hozzidaadaséaval pedig
noveljiik az Osszeget, ha pedig d < 0, akkor az els§ két tag Osszege negativ,
tovabbi tagok hozzdadasaval pedig csokkentjiik az Gsszeget: mindezen esetek-
ben lehetetlen tehat, hogy S, = S, legyen (a feladat megkdvetelte n # m
esetén).

Modszeresen tovabb vizsgalva a lehetGségeket konnyen belathato, hogy kon-
stans sorozatok sem pozitiv, sem negativ kezd$ taggal nem felelhetnek meg a
feladat feltételének; a (nem tul érdekes) a; = 0, d = 0 sorozatra viszont S,, =Sy,
(hiszen mindketts 0), és természetesen Sy, 1y, is 0 lesz (hiszen tetszdleges tagok
Osszege nullat ad).

Mindezek utén az (elGjeleket tekintve) kilenc lehetséges esetbdl kettével kell
foglalkoznunk: a; > 0 és d < 0 vagy a; <0 és d > 0.

Ezeket a feltételeket persze hamarabb is felismerhettiik. Az egyszertség
kedvéért tegylik fel, hogy n < m (ha nem igy lenne, akkor a kovetkezGkben
cseréljiik fel az m és n betiket, igy a leirtak valtozatlanul érvényben maradnak).
Ezek utan S, elgallithato ugy, hogy az elsé n tag Osszegéhez hozziadjuk az
n+ 1., n+ 2., ..., m tagot, azaz ha S,, = S,,, akkor ez azt jelenti, hogy
apt1+ apio+ ...+ anp = 0. (Ha ez tul elvontnak tiinik, els¢ korben gondoljuk
végig ezeket az allitdsokat példaul n = 15, m = 20 esetén: az Sy = Si5 +
a1+ a17 + a18 + a9 + agg Osszefiigges, illetve az S15 = Sy feltételbdl kovetkezs
a16 + a17 + a1s + a1g + azg = 0 egyenl@ség biztosan kénnyebben emészthetd.)

Ez utobbi viszont azt jelenti (akar a konkrét, akar az altalanos esetet nézziik),
hogy ha az n + 1. elemtdl az m. elemig (a 16. elemtdl a 20. elemig) Gjonnan
megjelend tagok koziil a kozéps6 nulla (a1s = 0), akkor az S, = S, feltétel
biztosan teljesiil, hiszen ismeretlenként célszertien a kézépsé elemet vélasztva és
a tobbit ahhoz képest +d, +-2d, . .. segitségével felirva az (S, és Sy, kiilonbségét
megadd) Osszeg 0 lesz, mivel a szimmetrikusan elhelyezkedd tagok paronként
egymés ellentettjei — legalabbis akkor, ha van kozépss elem.

Az imént irtakkal megadtunk egy elégséges feltételt ahhoz, hogy S, = Sy,
legyen — de ez a feltétel vajon sziikséges is? Es mit mondhatunk arrol az esetrél,
amikor m — n paros, ezért nincs kzépsé elem az 0j tagok kozott?



Bizonyitas a példak nyoman Az altalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy n < m (ha nem igy lenne, akkor betiicserével lesznek igazak a
tovabbiak). Nevezziik az els6 n tagot régi tagnak, az ezeket kovetd n + 1.,
n+2., ..., m. tagot 1j tagnak. A régi tagok szama nyilvan n, az G4j tagoké pedig
m —n.

Ha m — n paratlan, akkor az 1j elemek kozott lesz k6zéps6 (an+1, ant2, - - -
a,, koziil ntmin ); jelolje ezt p (u, mint median). Ezzel a jeloléssel a kozépsd
tagtol, azaz p-t6l kétfelé indulva p + d, p 4+ 2d, ... adja meg a szomszédos,
masodszomszédos s a tobbi tagokat (és mivel p a k6zépsé elem, ez a felsorolas
egyszerre fog véget érni az elsd, illetve az utolsé 1j elemnél).

Ha m — n paros, akkor az 4j elemek kozott két kozépss lesz (aném, illetve

Ontmes ), jelolje ezek szamtani kozepét p (p, mint median). Ezzel a jeloléssel a

kozépss két tag p + g, ezektdl kétfelé indulva p £+ %, == %d, ... adja meg a
szomszédos, masodszomszédos s a tobbi tagokat (és mivel p a kdzépss elem, ez
a felsorolas egyszerre fog véget érni az elsd, illetve az utolsé 1j elemnél).

Fiiggetleniil azonban m — n paritasatol megallapithatjuk, hogy az 4j tagok
Osszege (m —mn)u, hiszen a tagok Osszegét felirva d t6bbszorosei (a kozépss elem-
re, illetve a kozépss két elem kozotti tengelyre szimmetrikusan) paronkénként
kiesnek. Es mivel a feladat feltétele szerint S, = S,,, a két Osszeg kozotti
kiilonbséget pedig az 4j elemek adjak, p = 0 (ugyancsak a feladat feltétele
szerint m # n: létezik 4j elem, oszthatunk (m — n)-nel).

Térjiink ra végil az Spyyn = (a1 +az+...+an)+(any1+anpo+. .. +am)+
(ama1 + Gmaz + - - + Qman) Osszeg vizsgalatéra.

Ennek az sszegnek az els6 zardjeles csoportjat az n régi elem alkotja, ezt
koveti m — n j elem, végil (m + n) —m, azaz n még Gjabb elem.

Irjuk fel az S,,,, Osszeget is u segitségével. u a kozépsd csoport kdzepén
helyezkedik el (vagy a kozépss elemként, vagy a kozépss két elem kozotti szam-
tani kozépként), azaz a kozéps6 csoportban ugyanannyi elem all elStte, mint
mogotte. Es mivel régi elembdl éppen tigy n darab van, mint legtijabbol, p
egyuttal az Osszes elem kozott is kozépen all. Az imént irtak szerint a feladat
feltételébdl kovetkezden p = 0, p-t6l kétfelé indulva pedig 0 £d, 0 £+ 2d, ...
vagy =+ %, ut %d, ... ismét megadja a szomszédos, mésodszomszédos s a tobbi
tagokat (és mivel p az Gsszes vizsgélt elemre nézve is kozépen 4ll, ez a felsorolas
egyszerre fog véget érni az els6 régi, illetve az utolso legiijabb elemnél). Is-
mét megallapithatjuk tehat, hogy a sorozat els6 m +n tagjanak Osszegét felirva
d t6bbszorosei (a kozépsé elemre, illetve a kozépss két elem kozotti tengelyre
szimmetrikusan) paronkénként kiesnek, vagyis S, = 0, és éppen azt akartuk
bizonyitani.



Bizonyitas az Osszegképletbdl Azt kell belatnunk, hogy (szamtani sorozat
esetén a szokasos jelolések mellett) S, = S, = Spam = 0.
Atrendezve az egyenlGséget és felhasznalva a szdmtani sorozat els§ n tagja-
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Kérdezheti persze barki: hogy lehet megtaldlni a célszertd lépéseket? Ha
felirjuk a kiindulési allitast (S, = Sp,), valamint az elérendd célt (Sp4m = 0),
akkor indokoltnak latszik az els6 egyenletet nullara rendezni: (1). A 2-vel vald
szorzés nem sziikségszerd (s6t, mint kés6bb latjuk, tulajdonképpen felesleges),
de a kovetkezs sorokat egyszertibbé teszi: (2). Ha egy egyenlet jobb oldalan 0
all, akkor indokolt lehet szorzat alakra torekedni, ehhez célszertinek latszik a
kivonas, illetve szorzas utani zardjelet felbontani (3), (4). a1 és d kiemeléséhez
atrendezziik a tagok sorrendjét: (5), (6). n?—m? felbontdsa utdn mar latni lehet
a kiemelés, osztés lehetdségét: (7), (8), (9). S ha végil még egyszer ranéziink
az elérendd Osszegképletre, akkor az utolsoé két sor természetes médon adodik:
(10), (11).

Az el6z6 levezetésben azt latjuk, hogy a 2-vel valo szorzast késébb egy 2-vel
valo osztas koveti; azt latjuk, hogy a d-vel val6é beszorzast késébb d kiemelése
koveti. Ezeket a lépéseket elhagyhatjuk, de a szamolas nem feltétleniil egysze-
riisodik:
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