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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

A dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt sziniitol eltéré szinii tollal kell javitani, és a
tanari gyakorlatnak megfelelden jelolni a hibakat, hianyokat stb.

A feladatok mellett talalhatd sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhato
maximalis pontszam van, a javito altal adott pontszam a mellette levo téglalapba
kertil.

Kifogastalan megoldas esetén elég a maximalis pontszdm beirdasa a megfeleld
téglalapokba.

Hidnyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy az egyes részpontszamokat is irja rd a
dolgozatra.

Tartalmi kérések:

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozdsat is megadtuk. Amennyiben azoktol
eltéré megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az Utmutatd egyes
részleteivel egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

A pontozasi itmutato pontjai tovabb bonthatok. Az adhatd pontszamok azonban csak
egész pontok lehetnek.

Nyilvanvaldéan helyes gondolatmenet és végeredmény esetén maximalis pontszam
adhato akkor is, ha a leirds az itmutatdban szerepldnél kevéshé részletezett.

Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanuld a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes
gondolatmenet alapjan tovabb dolgozik, és a megoldandd probléma lényegében nem
valtozik meg, akkor a kdovetkezo részpontszamokat meg kell adni.

Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanul6 az
elvi hibaval kapott rossz eredménnyel mint kiindulé adattal helyesen szamol tovéabb a
kovetkezd gondolati egységben vagy részkérdésben, akkor erre a részre kapja meg a
maximalis pontot, ha a megoldandé probléma Iényegében nem valtozik meg.

Ha a megoldéasi utmutatoban zéarojelben szerepel egy mértékegység, akkor ennek
hidnya esetén is teljes értékii a megoldas.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil csak egy (a magasabb
pontszamu) értékelhetd.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhaté.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldésahoz a vizsgazo ténylegesen nem hasznal fel.

A vizsgafeladatsor II. részében Kitiizott S feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhet6. A vizsgazd az erre a célra szolgdlo négyzetben — feltehetbleg —
megjeldlte annak a feladatnak a sorszdmat, amelynek értékelése nem fog beszamitani
az Osszpontszamaba. Ennek megfeleléen a megjeldlt feladatra esetlegesen adott
megoldast nem is kell javitani. Ha mégsem dertil ki egyértelmiien, hogy a vizsgdzo
melyik feladat értékelését nem kéri, akkor automatikusan a kitizott sorrend szerinti
legutolso feladat lesz az, amelyet nem kell értékelni.
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L.
1.
cos2x =1-2sin’ x felhasznalasaval 2 pont
a megoldando egyenlet: 2sin” x —Ssinx—3=0. 1 pont
A sin x -re masodfoku egyenlet megoldésai:
_1 és 3. 2 pont
2
A sin x = 3 egyenletnek nincs megoldasa, hiszen a
. e, 2 pont
sin x maximalis értéke 1.
A sinx = 1 egyenlet megoldasai: Zla Jokokban ,ad]a meg a
7 elyes eredmeényt, erre a
ju 2pont | yeszre Gsszesen 3 pontot
xX=——+2kr, ahol ke Z, kap.
6 Ha a periodus hianyzik,
vagy vagy hibds periodussal
adja meg, vagy keveri a
T 2 pont fokot és a radiant stb.,
YT +2n7 , ahol n e Z. akkor legfeljebb 1-1 pont
adhato.
A kapott szamok megoldasai az eredeti egyenletnek I pont
is.
Osszesen: | 12 pont
2.a)
5:-4-3-2-1=120, ezért 120 db 6tjegyli szamot 2 pont
kapunk.
Osszesen: | 2 pont
b)
Egy egész szam 12-vel pontosan akkor oszthato, ha 1 ¢
oszthat6 3-mal és 4-gyel. pon
Az dtjegyli szamok mindegyike oszthaté 3-mal, mert
a szamjegyeinek 0sszege mindegyiknél 21, ami 1 pont
oszthatd 3-mal.
4-gyel ezen otjegyli szamok koziil azok és csak azok Ha a vizsgazo nem adja
oszthatdak, amelyek utols6 két szamjegye a kdvetke- | 1 pont | meg mindegyiket, az 1
z0: 12,52,92,24 . pont nem adhato.
Az Otjegyli szamban az elsé harom szamjegybdl allo
szam hatféle lehet, ha a két utolsé szamjegyet 2 pont
rogzitettiik,
igy az otjegyll szamok kozott 4-6= 24 db 12-vel
o 1 pont
oszthato szam lesz.
Osszesen: | 6 pont
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c)

Az dtjegyli szamok mindegyikében a szamjegyek
R 1 pont
osszege 21.
Tehat a szdmok oszthatok 3-mal. 1 pont
9-cel viszont nem oszthatok, igy egyik szdm sem

. . 2 pont
lehet négyzetszam.

Osszesen: | 4 pont

3. a)
Pénzt visszaadja Pénzt elnyeli
Italt is ad [talt nem ad Italt nem ad Italt ad
30 90 160-0,1875 =30
A 18,75 % kiszamitasa. | 1pont |
10 esetben mukddik jol, a pénzt elnyeli, €s ad italt. 1 pont
Annak az esélye, hogy jol miikodik:
10 - 1 =0,0625. 2 pont
160 16
Osszesen: | 4 pont
b)

160 esetbdl 30-ban az ital mellé visszakapjuk a pénzt

is, tehat 30 = 0,1875 valoszinliséggel ingyen jutha- | 2 pont
160 .
Kedvezo esetek

tunk italhoz. . . .
osszehasonlitasaval is

Réfizetiink, ha nem kapjuk vissza pénzt és italt sem indokolhat.
kapunk.
30 2 pont
Ennek valészintisége: —— = 0,1875.
160
Tehat a kérdéses valdszinliségek egyenlok. 1 pont

Osszesen: | 5 pont

c)
A 160 esetbdl 120 esetben visszaadja a pénzt. 2 pont
Mivel pontosan 40 esetben kapok italt, igy a
,rafizetés” 0 Ft, azaz nincs rafizetés.

2 pont

Osszesen: | 4 pont
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4. a)

A csoportokban 1év6 szamok szamat megado
sorozat: 1;2;3;4; ...;n;...

A 99-edik csoportban 1év6 utolso szam: 2 pont
1+2+3+...+99,
amely 1+99 99 =4950. 2 pont
Tehat a 100-adik csoport elsé eleme 4951. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
b)
Ha az 1851 az n + 1-edik csoportban van, akkor
I+n I+(n+1) .,
. <~ 7

n<1851< 5 (n+1), ahol n pozitiv 3 pont Teljes megolddsnak fo-
egész szamot jelol. gadhato el, és maximalis
Tehat azt a pozitiv egész n-et keressiik, amelyre pgnts%d@ adhato, ha a
n:+n—-3702 <0 és I pont | Vizsgdzo csafk az .egyzk
02 +31-3700>0. egy.enlotleﬁseget irja fel,

- - . — : — majd oldja meg, ezzel
Az e}so egyenldtlenség P?ZIUV, eges’z megoldasai: a 1 pont kideriti példéul azt, hogy
60-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok. az n kisebb vagy egyenld
A6r(r)1és91d1k eglzentéli;[le@ég p0’21ti\1/( egész megoldasai: 1 pont | 60-ndl. Mivel a legna-
a 60-nal nem kisebb egész szamok. ’ gyobb lehetséges n ebbdl
Az 1((31g,yen10tlensgzgrendszernek egyetlen egész 1 pont | @ 60, és a 60. blokk utol-
megoldasa van, a ou. 5o eleme 1830, tovabba
A 60-adik csoport utolsé eleme: 1+60, 60 =1830. 1pont |4 01 blqk;cban (21 ele;Z

van, ezért a kerese
A 61-edik csoport elsé eleme 1831. 1851-es szam a O6l.
Mivel ennck a csoportnak 61 cleme van, igy ennck | | blokknak a 21. eleme.
eleme az 1851 is, mégpedig 21-edik eleme. p
Tehat az 1851 a 61-edik csoport 21-edik eleme.
Osszesen: | 9 pont
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II.

2m

B
A
Jeloljiik a CDK haromszog CD oldalédhoz tartozo
magassagat m-mel.
Ekkor az ABK haromszdg AB oldalahoz tartozé
magassaga 2m . L pont | J§ dbraba beirt helyes
T sp =T 50 » mert a két haromszog kozos AB dsszefiiggések esetén a
, . . . , szoveges indoklastol
oldalahoz tartoz6 magassaguk egyenld hosszu. eltekinthetiink
Az ABC ¢és az ABD haromszoglapoknak kozos része 1 vont '
az ABK haromszoglap, P
igy T,px = Tyxc » azaz mindkettd T teriiletdl. 1 pont
A CDK haromszdg hasonld az ABK haromszoghoz, | vont
(mivel szogeik paronként egyenldk), P
. A m 1
¢s a hasonldsag aranya — = —. 1 pont
2m 2
Mivel a hasonl6 sikidomok teriiletének ardanya a
hasonlésag aranyanak négyzetével egyezik meg, ezért | 2 pont
tepe ‘tape =1:4.
A CDK héaromszog teriiletét #-vel jelolve:
typ =t+T, I pont
€s t e =4t+T. 1 pont
Mivel az ABC és a ACD haromszog AB illetve CD
oldaldhoz tartozé magassaga megegyezik, €s 2 pont
AB=2-CD ,ezért t oo =2+t ,p.
fgy 4t+T =2(t+7). 1 pont
Ebbdl tz% adodik. 1 pont
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EzérttACD:t+T:%T,éstABC=4t+T=3T. 2 pont
Mivel ¢ 50 =1 pc +1ucp > I pont
ezért az ABCD trapéz teriilete 4,5-szerese T-nek.
Osszesen: | 16 pont
6. a)
A tytkok szamat 4%-kal csokkentve: 10000 - 0,96, 1 pont
6
az 1 tojora jutd tojastermelés m-1,08 lett. 2 pont
6
Tehat az évi termelés: 10000 - 0,96~M -1,08. 1 pont
10000
e 6 Ha a megoldas sordan
Kiszamitva: 2280960 =~ 2,28-10 , o
. o ) o . 1 pont | szdmoldsi hibdt ejt, ez
Tehat az évi termelés kb. 2,28 millié darab tojas. az egy pont nem jar.
Osszesen: | 5 pont
b)
A keresett szazalékot p-vel jeldlve ( p < 30), a tyakok
szamat p %-kal csokkentve adodik, hogy szamuk I pont
10000( —i].
100
6
Az 1 tojora juto tojastermelés 2,20-19 -(1+ 2p j lett. | 2 pont
10000 100
A szdveg szerint
p ) 2,20-10° 2p
10000'(1 100]' 10000 '(Hlooj_ I pont
=2,20-10° -1,08.
Ha a szoveg alapjan
Azaz azonnal ezt az egyen-
(1 P j(l + 2p j ~1.08 1 pont | letet irja fel, akkor is
100 100) 7 megkapja az el6z6
pontokat.
Az egyenlet mindkét oldalat 10 000-rel szorozva:
(100 — p)(100 + 2 p) = 10800 . I pont
A kijelolt szorzas elvégzése utan:
2 1 pont
10000+100p —2p~ =10800.
Az egyenlet rendezése utan a
p°>=50p+400=0 1 pont
masodfokl egyenlethez jutunk.
Ennek megoldasai: 40 ¢és 10. 1 pont
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Mivel p <30, igy csak 10 lehet a megoldas.

1 pont

Valoban, ha a 9000-re csokkentett 1étszam esetén 20%-

kal n6 az egy tyukra jutd tojasmennyiség, azaz

2,20-10°
10000

akkor az évi termés 2,20-10° -1,08.

Tehat 10%-kal kell csokkenteni a tyukok szamat.

-1,2 lesz,

1 pont

Osszesen:

11 pont

7. a)

Nyolc olyan domin6 van, amelynek mind a két térfelén
ugyanannyi a pottyok szama.

2 pont

Az olyan dominok szama, amelyeknek a két térfelén
kiilonboz6 szamu potty all, annyi van, ahanyféleképpen
kivalaszthatd két szam a 0, 1, 2, ...,7 szamok koziil, a

sorrendet nem véve figyelembe, tehat &77, azaz 28-

féleképpen.

2 pont

Tehat 0sszesen 28 + 8 = 36 kobdl 4ll a domindkészlet.

1 pont

Osszesen:

5 pont

b)

Egy ko6 két ,.térfelén” 1évo pottyok szaméanak Gsszege 8
a kovetkezdképpen lehet: (1; 7), (2; 6), (3; 5) és (4; 4),

1 pont

tehat négyféleképpen.

1 pont

A keresett valoszinliség: p = 4 = l
36 9

1 pont

Osszesen:

3 pont

¢) I. megoldas

Két eset kiilonboztethetd meg:

1. eset: Ugyanannyi potty van az els6 k6 mindkét
térfelén.

Ekkor a mésodik k6 pontosan akkor illeszthet6 hozza,
ha ennek a kének az egyik térfelén ugyanannyi potty
van, mint az els6én.

Annak a valoszinilisége, hogy (n; n) tipust kdvet huzunk

ki p, = 38 = 2 , hiszen n értéke 8-féle lehet.
' 36 9

1 pont

A masodik ko egyik térfelén n pdtty van, a masikon
hétféle lehet a pottyok szdma, igy p, = % = é

1 pont

A két k6 kihuzasanak valdszintisége:

., 2212
pP=p P 93 5

1 pont
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2. eset:
A kihuzott els6 ko két térfelén kiilonbozd a pottyok
szdma (n; k), ahol n # k .

A 36 kébol 28 ilyen tipusu van, igy egy ilyen ko I pont
kihtuzasanak valdszintisége: g, = 28 = Z
36 9
Hozzailleszthetd a masodik k6, ha annak egyik térfelén
n vagy k potty van. Mindkét fajtabol hét-hét darab van a
készletben, ezért ezen eset bekovetkezésének 1 pont
valdsziniisége: g, = 14_2
gC. 4, 35 5"
Tehat a 2. esetben annak valosziniisége, hogy a két ko
. . B 72 14 1 pont
egymashoz illesztheté: g =¢q,- ¢, =— - —=—.
gy 9=49 94 935 45
Az egymashoz illeszthetd két k6 kihtzasa az 1. vagy a
2. modon kovetkezhet be, igy a keresett valosziniiség:
2 pont
2 14 16
P=p+g=—+-—=—~036.
45 45 45
Osszesen: | 8 pont
¢) II. megoldas
8 olyan domin¢ van, amelynek egyik térfelén nincs
; - 8) s . r 2 pont
potty. Ezek koziil 2 db ) -féleképpen valaszthato ki.
A 8 olyan domino¢ koziil, amelyiknek az egyik térfelén
8
1 potty van (J -féleképpen valaszthat6 ki 2 db.
8 2 pont
Ezt a gondolatmenetet folytatva, 5 -féleképpen
valaszthato ki 2 db azon 8 domind koziil, amelyiknek az
egyik térfelén 7 potty van.
8
A kedvezd esetek szama tehat 8- (J . 1 pont
iy . 3
Az Osszes esetek szama: 5 ) 1 pont
8 Az eredmény
8 2] 16 elfogadhato akkor is,
A keresett valoszinliség: 736y 45 2 pont | ha a binomialis
( ] 45 egylitthatokat nem
2 szamolja ki.
Osszesen: | 8 pont
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8. a)

Az ABC szabalyos haromszog oldalhossza: a = V3.
Az ABC sulypontja 0,5 dm tavolsagra van a haromszog
oldalegyeneseitdl, s mivel x < 0,5, igy ez a stlypont az

A,B,C, haromszdg az ABC haromszdg belsejében van.

A
A pontszam a szoveg
helyes  értelmezéséért
jar, amit vagy egy abra
Ai 2 pont vagy a leirt gondolat-
menet és a szamitds
tanusit.
B, Ci
/ X X
B b 1 N30° C
T vy
Az A, B,, C, pontok rendre az ABC haromszog 4-bol,
B-bdl és C-bdl induld belso szogfelezdjének egy-egy
pontja. Jeloljiik b-vel az 4, B,C, haromszdg oldalanak
hosszat. 2pont | 42 A4B,C, hdaromszig
Az abra szerinti C C, T derékszogl haromszogben p oldalhosszanak — meg-
legyen x=C,T ¢és y=TC. dllapitasaért Osszesen
3 pont adhato.
Ekkor ctg30° = X, igy y= 3. P
X
A tengelyes szimmetria figyelembe vételével:  pont
b=3-203. pon
) 2 A szamszorzo kozelito
e, = b* 3 - W3(01-2x) (dm?) 1 pont | értékkel valé megaddsa
4 4 is elfogadhato.
Osszesen: | 6 pont
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b)
A hasab alaplapja 4,B,C, haromszog, magassaga x.
1-2 1 pont
V(x)=T x 330297 33 4 —4x> +x), | ¥
4 4
ah010<x<%. 1 pont

A V fuggvény differencialhat6 az értelmezési
tartomanyan ¢€s

2 pont
V'(x )—i(mx —8x+1).
i(12x —8x+1)=0. 1 pont
UV 1
Megoldésai: 5 illetve s 1 pont
1 11 1
0<x< sl 7 6l% <x< 5 3 pont* Oszloponként 1-1 pont
J’(x)| pozitiv =0 negativ adhatd.
V névo max. | csokkend

A haséb térfogata maximalis, ha az x tdvolsagot 1 dm
6 1 pont

hosszunak valasztjuk.

Az I pont jar a mérték-
egyseggel megadott
végeredményeért, koze-
lito ertékkel valo meg-
adas esetén is.

*Megjegyzés: A 3 pont az alabbi modokon is bonthato.

AV’ fiiggvény az % helyen elojelet valt, (I pont)

mégpedig pozitivbol negativba (1 pont).

AV fiiggvénynek az % helyen lokalis maximuma van. (1 pont)

vagy

e )—3[(

24x — 8) (1 pont)
1
V(gj <0 (1 pont)

AV fiiggvénynek az % helyen lokalis maximuma van. (I pont)

Osszesen: | 10 pont |
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9. a)
Mivel lgab =1ga+1gb, és lgé =lgb-lga,
a 1 pont
igy B(lga+1gh;lgh—Ilga).
Bizonyitand¢ tehat, hogy i
lga <lga+lgh és lgh<lgh—lga. pont
rendezés utan kapjuk, hogy lgb >0 és 1ga <0. v dhats
A feltételek szerint 0 < a <1, illetve 1 < b, és a tizes em adhato az
, . . , . . . 1 pont, ha nem utal a
alapt logaritmus fliggvény szigoruan novo a pozitiv 1 pont fiiggvén
szdmok halmazan valamint Igl = 0, tehat mindkét sgveny
] monotonitasara.
egyenldtlenség igaz.
Osszesen: | 3 pont
b)
(04-0B)= Ba(-1gh;1g0) I pont
Mivel az OA4 és az OA — OB vektorok skaldris szorzata
a megfeleld koordinatak szorzatdnak Osszege, vagyis 2 pont
O4-(0A4—-OB)=—lga-lgh+lgh-lga =0, P
tehat a két vektor merdleges egymasra.
Osszesen: | 3 pont
¢) (1. megoldas)
04 , OB és OA—OB egyike sem nullvektor.
— — — 2
Mivel [04] = \ig? a-+1¢* b = |04~ 0B, pont
tehat az O4B haromszog egyenld szart és derékszogl 1 pont
(OAB/ =90°), P
igy (& , @)4 =45". 1 pont
Osszesen: | 4 pont
¢) (2. megoldas)
OA|=+1g>a+1g>b és
2 pont
OB| = (Iga +1gb)* +(Igh—1ga)’ =+2-(g* a+1g> b)
Mivel O4-OB =1g” a+1g>b és
@-ﬁ:‘@‘-‘ﬁ‘-cosa: 2-(Ig*>a+1g’ b)-cosa, 1 pont
ahol AOB/ =«
Innen cosa = €L , €s a hegyesszog, igy
V2 1 pont
(04, OB)£ =45".
Osszesen: | 4 pont
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d)
A(=1;1gb). 1 pont
A tizes alapu logaritmus fiiggvény szigortian novo,
folytonos, feliilrél nem korlatos fiiggvény, igy Igb
tetszOleges pozitiv értéket vehet fel.
Ezért az A pontok halmaza azon nyilt kezdépontu
félegyenes, amelynek (x; y) koordinatai kielégitik az
x =—1 egyenletet és az 0 < y egyenlOtlenséget.
A
Y A pont akkor is jar, ha
I pont csak abran rajzolja meg
helyesen a keresett
ponthalmazt.
1
B(lgb—1;1gb+1) 1 pont
A B pont masodik koordinatdja 2-vel nagyobb az |
elsé koordinatajanal (lgb+1=(lgb—1)+2). pont
lgh—1 tetszdleges, (—1)-nél nagyobb szam lehet,
igy lgb+1 tetszleges 1-nél nagyobb értéket vesz | 1 pont
fol.
igy a B pontok halmaza azon nyilt kezdépontu
leyens, amlyneh () koordnd Sl || ookt i
V= gy Ch get. jarnak, ha csak dbran
X rajzolja meg helyesen a
Y keresett ponthalmazt.
A karika hianya, vagy
nem egyértelmii
1 pont koordinata-rendszer ’
1 eseten -1 pont levonas.
N ] X
Osszesen: | 6 pont
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