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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

l.

2.

A dolgozatot a vizsgaz6 altal hasznalt szinlit6l eltéré szini tollal kell javitani, és a
tanari gyakorlatnak megfelelden jel6lni a hibdkat, hidnyokat stb.

A feladatok mellett talalhatd sziirke téglalapok koziil az els6ben a feladatra adhato
maximalis pontszdm van, a javité altal adott pontszam a mellette levd téglalapba
kertil.

Kifogastalan megoldas esetén elég a maximalis pontszdm beirdasa a megfeleld
téglalapokba.

Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy az egyes részpontszamokat is irja ra a
dolgozatra.

Tartalmi kérések:

10.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktdl eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az utmutatd egyes részleteivel
egyenértékil részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

A pontozasi Gtmutatd pontjai tovabb bonthaték. Az adhaté pontszdmok azonban csak
egész pontok lehetnek.

Nyilvanvaldéan helyes gondolatmenet és végeredmény esetén maximadlis pontszdm
adhato akkor is, ha a leiras az itmutatoban szereplénél kevésbé részletezett.

Ha a megoldéasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldandd probléma lényegében nem valtozik meg,
akkor a kdvetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanul6 az
elvi hibaval kapott rossz eredménnyel, mint kiindulé adattal helyesen szamol tovabb a
kovetkezd gondolati egységben vagy részkérdésben, akkor erre a részre kapja meg a
maximalis pontot, ha a megoldandé probléma lényegében nem valtozik meg.

Ha a megoldasi utmutatdban zarojelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékili a megoldas.

Egy feladatra adott tobbféle helyes megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal
megjelolt valtozat értékelheto.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszdmot meghaladd pont) nem adhato.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazoé ténylegesen nem haszndl fel.

A vizsgafeladatsor II. részében Kkitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelheto. A vizsgazo az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjeldlte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az
Osszpontszdmaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast
nem is kell javitani. Ha mégsem deriil ki egyértelmiien, hogy a vizsgazd melyik feladat
értékelését nem kéri, akkor automatikusan a kitlizott sorrend szerinti legutolsé feladat
lesz az, amelyet nem kell értékelni.
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I.
1.
Az elsé egyenletet alakitsuk at a logaritmus azonos-
sagainak felhasznalasaval: 5 vont
2x+ pon
log, ARP A log, 4.
A szigorli monotonitds miatt 1 pont
2x + . .
LTV g , innen rendezés utan a 7y = 2x, vagyis x
x—=15y 1 pont
= 3,5y adddik.
A masodik egyenletbdl a logaritmus azonossagainak 5
felhasznalasaval: log, (x — y)x + y) =log, 45. pont
A nevezetes azonossag €s a szigori monotonitas
ot 22 2 1 pont
miatt: x° —y~ =45.
Az x = 3,5y értéket behelyettesitve ¢és rendezve:
2 1 pont
v =4,
Ha csak az y =2-t adja
ahonnan y =2 vagy y =— 2. 1 pont | meg a vizsgdzo, akkor a
pont nem adhato.
A negativ y értékhez negativ x tartozna, és ez az | pont
értékpar az eredeti egyenleteket nem elégiti ki. P
Az egyenletrendszer egyetlen gyokparja az
x=7¢saz y=2. 1 pont
Ez az értékpar mindkét eredeti egyenletet kielégiti.
Osszesen: | 11 pont
2. a)
A
y //
~
/
D ~
/
A B
1
N .
“F ol 1 C x
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Helyes abrazolas. 2 pont
Osszesen: | 2 pont

b)

A konvex négyszog csucsai 4, B, C, O, ahol B pont 1 ¢

a két egyenes metszéspontja: B(2; 3). pon

A négyszog teriiletét kiszamithatjuk pl. Ggy, hogy a

DOC haromszog teriiletébdl kivonjuk az ABD

haromszdog teriiletét.

A DOC derékszogli haromszog tertilete: 2 pont

oCc-0D 8-4

= =16.
2 2

Az ABD haromszogben az AD =2, a B csucsbol

indulé magassag hossza pedig a B pont els6 2 vont

koordinatajanak értéke: 2, ezért az ABD haromszog pon

teriilete: 2.

Az ABCO konvex négyszog teriilete: 1 pont

16 — 2 = 14 (teriiletegység).

Osszesen: | 6 pont

C

A) konkéav négyszdg cstcsai: E, C, D, A.

Az oldalhosszak: Oldalhosszanként
EC=12;CD=~R0:DA=2; AE = 720, Apont |y 1 pont jar.

ED =42;C4 = 68

a kertilet:

k;=EC+ CD+ DA+ AE =
=12+ /80 +2 +~/20 =14+ 6+/5 (= 27,42);
k»=ED + DC + AC + AE = 42 +6~/5 + 217

1 pont
(= 27,32);
ks=ED + AD + AC + EC = 14 + 42 + 2417
(= 27,91).

Az 5 pont jar akkor, ha a
lehetséges harom
konkav négyszog koziil a
vizsgazo legalabb
egynek jol kiszamolta a
keriiletét.

Osszesen: | 5 pont
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3.a)

A helyes dbran 6 csucs van feltiintetve, 1 pont
amelyen két darab 6todfoku (A és B) 1 pont
¢s négy darab negyedfoku pont (C, D, E, F) van. 2 pont
A hatpontu teljes grafbol
ket él hianyzik. Ez a két
Osszesen: | 4 pont | ¢l nem Gsszefiiggd rész-
graf a komplementer
grafban.
b)
A kézfogasok szamanak kétszeresét kapjuk meg, ha 1 ¢
Osszeadjuk a grafban a fokszamokat. pon
A fokszdmok dsszege: 26. 1 pont
Az utitarsak 13 kézfogéssal koszontotték egymast. 1 pont
A 3 pont megadhato ak-
Osszesen: | 3 pont km.f is, ha a helyesen f e{-
rajzolt grafban megsza-
molja az éleket.
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¢) I. megoldas

Vilasszunk eldszor pl. az A-val jelolt tudosnak
szobatarsat. Ezt 6tféleképpen tehetjiik meg.

Ha mar A-hoz kijeldltiik a szobatdrsat, a maradék
négy tudosbol egyet pl. C-t kivalasztva, neki 2 pont
haromféleképpen oszthatunk szobatérsat.

Ha két szobat mar kiadtunk, a maradék szobaba mar
csak egyféleképpen mehet a szobdba még be nem 1 pont
osztott két tudos.

A szobak kozott nem tesziink kiilonbséget, tehat
Osszesen 5-3-1 = 15-féle szobabeosztas lehetséges.

1 pont

2 pont

Ha vizsgazo rendszerez-
ve felsorolja mind a
15 lehetoséget, akkor is
Osszesen: | 6 pont | jdr a 6 pont.

Ha a felsorolas rendsze-
rezett, de hianyos, akkor

legfeljebb 4 pont.

¢) I1. megoldas
6

Két tudos (2] -féleképpen valaszthato ki. 2 pont
A dék négybdl ujabb két tudd X feleké

maradék négybdl Gjabb két tudos 5 ¢leképpen 1 pont
vélaszthato ki.
fay | ©1.( *]-feteke thatok harom darab
gy 5o ) ¢leképpen oszthatok harom dara I pont

kettes csoportba.
A harom szobahoz 3!-féleképpen rendelhetdk a

@3@ 2 pont

csoportok, tehat = 15 szobabeosztas lehet.

Osszesen: | 6 pont
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4. a)
H G
F

E/\

C
D C

b
A a B

A hét vektor Gsszege:
AP:(AB+AD+AE)+(AC+AF+AH)+AG.
A jobb oldalon szerepld vektorokat rendre a, b és ¢
¢lvektorokkal kifejezve:

AP =(a+b+c)+(a+tb)+(a+tc)+(b+c)+
(a+b+c).

A miiveleti azonossagokat alkalmazva kapjuk, hogy:
AP =4 (a+b+c¢).

Az AP vektor barmelyik
L pont | jé eléallitasaért jar az
1 pont.

Ipont

Osszesen: | 2 pont

b)

Mivel AP =4 A—é, az AP vektor hossza az AG | pont

testatld hosszanak négyszerese.

Pitagorasz tételét alkalmazva:

AG? = AB* + BC* + CG* =10" + 8 + 67 =200, 1 pont

AG =200 =10+2.

AP = 44G = 40+/2 (= 56,57). 1 pont
Osszesen: | 3 pont

c)

Mivel AP =4 A—é, az AP vektor és az AE vektor

szoge megegyezik az AG vektor és az AE vektor 1 pont

szogével. Bz a sz0g az AEG derékszogli haromszog
A-nal 1évo szoge, jeloljiik o — val.
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Felhasznalva, hogy AE=6¢s AG =10 NG ,

gy cos ¢ =AE 2O _ o443, I pont
AG 10+2
innen o = 64,9°. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
d)
A HFC haromszdg S sulypontjaba vezetd
helyvektor ( AS) a csucsokba vezetd helyvektorok 2 pont

Osszegének harmada.

. A+ AF+AC

AS = 3
_(bre)r(a+re)+(@+b)_ 1 pont

3

== (a+b+c),

2avbro)
VagyisA_§ =§ATG 1 pont

AS - AP = (2 4G )4 4G) =
3

2 pont

:§AG2 :§.200:@(z533,3).
3 3 3

Osszesen: | 6 pont
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I1.
S.
Irjuk a nevezdket szorzat alakba!
X P 1 2 pont
+ + =0 p
(x—2)(x+2) x(x+2) x(2-x)
A nevezok értéke nem lehet 0, ezért x nem lehet —2;
0: 2. 1 pont
Az (x — 2)x(x + 2) k6z0s nevezdvel szorozva az
egyenlet mindkét oldalat,
¢s x szerint rendezve kapjuk, hogy: 1 pont
X+ (p—l)x—Z(p+1):0.
A megoldoképletbol
l—pi1/p2+6p+9 I'pont
xl’z = 2 )
vagyis . )
1-p i|p n 3| I pont Az 1 pont a t(’e{]es. négy-
X, = 5 . zet felismereséért jar.
x, =2, illetve x, =—(p+1) 2 pont
Két kiilonboz6 gyoke nem lehet az egyenletnek,
mert az x, =2 az eredeti egyenletnek nem gyoke, 2 pont
tehat legfeljebb az x, = - ( p+ 1) lehet gyok.
Egyetlen gyok sincs, ha x, akizart —2; 0; 2 értékek 2 pont
valamelyikét veszi fel. P
x, =—2,hap=1; x, =0,hap=-1; x, =2, 3 pont
ha p=-3.
Ha tehat a p paraméter a —3; —1 vagy 1 értékeket | pont
veszi fel, az eredeti egyenletnek nincs valos gyoke. P
Osszesen: | 16 pont
6. a)
A mértani kdzép tulajdonsag alapjan: p*=4c. 1 pont
A szamtani kozép tulajdonsag alapjan: 2¢ = p + 40. 1 pont | Ha a szamtani és a mér-
A masodik egyenletbdl 2¢ érj[ékét az els6 egyenletbe tani sorozat fogalmat jol
helyettesitve és rendezve kapjuk, hogy 1 pont | érti, helyesen irja fel, de
p’—-2p—-80=0, tovabb nem jut (mert pl.
innen p, =10 és p, =-8. 1 pont sok ismeretlennel dolgo-
Mivel a negativ gyok nem ad megoldast, Dani 10 db 1 pont Zkt“'.) , akkor 2 pont ad-
nagy piros és 25 darab kis csikos halat szamolt meg. P ato.
Osszesen: | 5 pont

irasbeli vizsga 0613 9/17
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b)
A haldllomany gyarapoddsa minden honapban 20 %-
0s, azaz havonta 1,2-szeresre n6 a darabszam a gya- 1 pont
rapodds miatt.
Ha x %-ot adott el kéthavonta Dani, akkor az el-
adas kéthavonta ( 1- ﬁj = g -szorosara valtoz- 1 pont
tatja az dllomanyt.
Kéthavonta a véltozas mindig
2 1 pont
1,27 -q =1,44-q -szoros.
Ezekbol felirhat6 a 100-(1,44¢)” = 252 egyenlet. 1 pont
Rendezés utdn g = 0,75 adddik. 2 pont
Kéthavonta a halallomany 75 %-a maradt meg, 1 pont
vagyis Dani kéthavonta az allomany 25 %-at adta el. P
Osszesen: | 7 pont
¢)
Az Osszes egyenlden valoszinii kivalasztasok szama: | vont A binomidlis egyiitthatok
20 P helyes ertéket fogadjuk
8 ) el akkor is, ha nem
5\ (15 tiinteti fel a vizsgazo a
A kedvezd esetek szama: ( ][ ] . 1 pont | kiszamolas mddjat (ve-
3)\5 hette az értéket gépbol
A keresett valoszintiség: és  fiiggvénytablazatbol
[5} (1 5} is). A valosziniiség
31 5 . numerikus kiszamoldsd-
= 10-3003 =0,2384. 2pont | ik elmaradasa vagy
20 125970 eltévesztése esetén az
8 utolsé 2 pont helyett
Osszesen: | 4 pont 1 pont adhato.
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7. a)
bér (ezer forintban) 68 108 154 184 225
dolgozok szama 25 65 70 44 16
a dolgozok %-a 11 30 32 20 7
y N
a dolgozok %-a
30
25
20
15
10
5
8 108 154 184 225 bér
(ezer forintban)
A helyesen elkészitett oszlopdiagramért (a tengelyek helyes feliratozasa 1-1 pont, az
oszlopsor 1 pont).
Megjegyzés:
A vizsgazo az oszlopok magassagat a (dolgozok szama) vagy (dolgozok %-a) formaban is
megadhatja. 5 %-nak megfelel 11 f6. A 3 ponthoz nem sziikséges a tablazat kozolt harmadik
soranak kitoltése.
Osszesen: | 3 pont \
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b)

Az augusztusi bruttd bérek atlaga:

25-68+65-108+70-154+44-184+16-225 31196 |
220 220

= 141,8 ezer Ft.

3 pont

Az atlag helyes kisza-
mitasa esetén jar a
3 pont akkor is, ha a
vizsgdzo nem reszletezi
a szamitasat, mert be-
vihette az adatokat a
kalkulatorba, és akkor
azonnal  kap  ered-
ményt.

Az augusztusi bruttd bérek szoérdsa: 43,17 ezer Ft.

3 pont

A vizsgazo a szorast
barhogyan is szamitja
ki helyesen, a 3 pont
jar.

Szamithat definicio
alapjan;

szamithat ismert tétel
alapjan: (a négyzetek
dtlaga — atlag négyze-
te);

de kaphat helyes ered-
ményt kalkulatorral is.
Ha a szoras helyett
szordsnégyzetet ad
meg, 3 pont helyett
legfeljebb 2 pontot
kaphat.

Osszesen:

6 pont

Rossz  atlag  és/vagy
rossz — szords — ertek
esetén nem jar pont, ha
nem deriil ki a
dolgozatbol, hogy a
Vizsgazo pontosan
hasznalja  ezeket a
fogalmakat.
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Y]

Ha mindenkinek a nett6 bérét szamitjuk, akkor az a

vagyis a nettd bérek atlaga 0,606-141,8 =~ 85,93 ezer Ft.

brutt6 bérének 60,6 %-a. I pont
A 220 dolgoz6é mindegyikének 0,606-szoroséara
valtozik a bére, ezért az atlag is 0,606-szoros lesz, 2 pont

1S.

Megjegyzés: Helyes valasznak elfogadhatjuk a 85,94 ezer Ft-ot

Osszesen: | 3 pont

Mind a c) mind a d)
kérdés értékelése ese-
tén maximdlis pontsza-
mot adjunk annak a
vizsgdzonak, aki a ko-
zépértékekre illetve a
szorasra vonatkozo al-
talanos tételekre hivat-
kozva vdlaszolt helye-

d) o — - sen a kérdésekre. Ha a
Haa ’22’0 dolgoz6 mnrldeg},/lkene.k 2500 .Ft-talﬂno a I pont | vizsg G726 a kiszdmitott
brutt6 bére, akkor a bérek atlaga is ennyivel nd. gtlag ésivagy szérds
Mind a 220 adatra nézve egyiknél sem valtozik meg az értcke utin nem irja ki
Uj adat és az 0j atlag eltérése, mert mindkét mennyiség 1 pont | .- eaységet (pl.: ,, ezer
ugyanannyival nétt, kiillonbségiik nem valtozik. Ft”), akkor az egész
Ezen valtozatlan kiilonbségek négyzetének atlaga is Lpont | feladat értékelése  so-
valtozatlan: marad az augusztusi érték. pon ran csak egyszer von-
A brutto bérek szorasa tehat nem valtozik. ] 1 pont | junk le I pontot.
Osszesen: | 4 pont
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8. a)
A cos x fiiggvény parossaga miatt
fix)= 2cosx 2 pont
Az ffiiggvény korlétos, 1 pont
mert —2< f(x)<2 1 pont
Nem igaz, hogy az f fiiggvény minimumhelye és

T oS e 1 pont
legnagyobb értéke is irracionalis szam,
mert az f fliggvény legnagyobb értéke 2, és ez 1 vont
nem irracionalis szam. p

Osszesen: | 6 pont
irasbeli vizsga 0613 14/17
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b)

J
2
N\
\

T3

o N \

0,5673 \ ‘

\
., A : .
1 =\ 2 m 4 3ms | X
2 \ / 2

A grafikon helyes véazolasa az egységek ¢€s

intervallum-végpontok jelolésével. 2 pont

A keresett sikidom harom tartomanybdl all, ezek

tertiletét jeloljiik rendre T, T,, T3 -mal.

MIY elaz f ﬁl sgveny f(')lytonros,, a ke‘res.ett T, és T,értékét a vizsgazo
tertileteket integrallal (is) szamithatjuk: 2 pont

kozvetleniil is megkaphatja,
2 z ha hivatkozik arra az isme-
I, = IZCOS xdx =2 [sin x]02 =2. retre, hogy a 2cos x (vagy a
0 2sin x) grafikonja és az x

T

3 . )
A {% ; 7”} intervallumon az f értékei nem- tengely [0 : Z} intervallu-
2

pozitivak, ezért: ma dltal hatdrolt sikidom
37” ir 2pont | sorifete 2.

T, = IZ| cos X |dx =2[-sin x],r7 =4. A“ te’m’tl’etek nagysdganak
A 5 kozléséert 1-1 pont, a
2 megfelel6 hivatkozasért az
p 1-1 pont jar.

T, =3J.2cosxdx=2[sinx]§ﬂ =2sin5+2. 2 pont
3z 2

2

A sikidom teriilete:
T=T,+T,+Tz= 2pont
= 2+4+2sin5+2=8+2sin5=6,082.

Osszesen: | 10 pont
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9.

El6szor megadjuk elemeikkel rendre azt a négy
halmazt a kétjegyli szamok korében, amelyek igazza
teszik az egyes allitasokat. Jelolje ezeket a
halmazokat A; B, CésD. 1 pont

Az N oszthat6 7-tel, ha a szam hét tobbszorose:
A= { 14; 21; 28; 35; 42; 49; 56; 63; 70; 77; 84; 91; 98 }

Az N a 29 tobbszorose: B={29;58;87 } 1 pont
Az N + 11 négyzetszam, ha N =n> —11, ahol
22<n’<111. 1 pont

C ={14;25;38;53;70;89 }

Az N - 13 négyzetszam, ha N =k’ +13, ahol
0<k®><87. 1 pont
D ={13;14;17; 22; 29; 38; 49; 62; 77; 94 }

A feladat feltételeit pontosan azok az elemek elégitik
ki, amelyek e négy halmaz koziil kivalasztott kettd

metszetében benne vannak, de nem elemei a masik I pont
két halmaz egyikének sem.
Az ebben a gondolati
egysegben adhato
A négy halmazbol kettdt hatféleképpen véalaszthatunk 2 pont jar akkor is, ha a
ki 1 vont vizsgdzo nem irja le
] ) P szovegesen a magyard-
Vizsgaljuk ezt a hat halmazt! zatot, de a megolddsa-
bol kideriil, hogy ezt a
gondolatot koveti.
ANB ésaz B(1C halmazok mindegyike lires
1 pont
halmaz.
ANC ={14;70}, 1 pont
ennek elemei koziil a 14 nem felel meg, mert D-nek
eleme; a 70 megfelel, mert sem B-nek, sem D-nek 1 pont
nem eleme.
AND ={14;49;77 } 1 pont

ennek elemei koziil (a 14 nem felel meg, mert C-nek
eleme); a 49 és a 77 is megfelel, mert egyik sem 1 pont
eleme sem a C-nek, sem a B-nek.

BND ={29}, 1 pont

a 29 megfelel, mert sem az A4-nak, sem a C-nek nem

eleme. I pont

irasbeli vizsga 0613 16 /17 2007. majus 8.



Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

CND ={14;,38 }, 1 pont

ennek elemei koziil (a 14 nem felel meg, mert eleme
az A-nak); a 38 megfelel, mert sem az A4-nak, sem a 1 pont
B-nek nem eleme.

Tehat az aldbbi 0t szam elégiti ki a feladat

kovetelményeit: 29; 38; 49; 70; 77. I'pont

Osszesen: | 16 pont

Megjegyzések:

Ha vizsgazo anélkiil sorol fel megfelelo szamokat, hogy megmutatnd, ezek miért felelnek
meg (melyik a két igaz és a két hamis adllitas), a felsoroldasdara 1 és 2 helyes szam esetén
1 pontot, 3 helyes szam esetén 2 pontot, 4 helyes szam esetén 3 pontot, 5 helyes szam esetén
4 pontot kap.

Ha a vizsgazo a felsorolt szamokrol megmutatja, hogy ezek megfelelnek a kikotéseknek, de
nem tér ki annak bizonyitasara, hogy mds szamok vajon megfelelnek-e a feladat
feltételeinek, megoldasdra legfeljebb 8 pontot kaphat (az elozéekben felsorolt pontszamok
duplajat).

irasbeli vizsga 0613 17/17 2007. majus 8.
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