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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eldirasok:

l.

2.

A dolgozatot a vizsgdz6 altal hasznalt sziniit6] eltérd szinii tollal kell javitani, és a
tanari gyakorlatnak megfelelden jelolni a hibakat, hianyokat stb.

A feladatok mellett talalhaté sziirke téglalapok koziil az elsOben a feladatra adhato
maximalis pontszam van, a javitd altal adott pontszam a mellette levo téglalapba
kertil.

Kifogastalan megoldas esetén elég a maximalis pontszdm beirasa a megfeleld
téglalapokba.

Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy az egyes részpontszamokat is irjard a
dolgozatra.

Tartalmi kérések:

10.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az itmutatd egyes részleteivel
egyenértékil részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

A pontozasi utmutato pontjai tovabb bonthatok. Az adhaté pontszamok azonban csak
egész pontok lehetnek.

Nyilvanvaloan helyes gondolatmenet és végeredmény esetén maximalis pontszdm
adhato akkor is, ha a leiras az itmutatoban szereplénél kevésbé részletezett.

Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanuld a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando probléma Iényegében nem valtozik meg,
akkor a kdvetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az utmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanul6 az
elvi hibaval kapott rossz eredménnyel, mint kiindulé adattal helyesen szdmol tovabb a
kovetkezo gondolati egységben vagy részkérdésben, akkor erre a részre kapja meg a
maximalis pontot, ha a megoldandé probléma lényegében nem valtozik meg.

Ha a megoldasi utmutatoban zarojelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékili a megoldas.

Egy feladatra adott tobbféle helyes megoldasi probalkozas koziil a vizsgazoé altal
megjelolt valtozat értékelheto.

A megoldéasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhato.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

A vizsgafeladatsor I1. részében Kitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelheto. A vizsgaz6 az erre a célra szolgdlo négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszamitani az
Osszpontszamaba. Ennek megfeleléen a megjeldlt feladatra esetlegesen adott megoldast
nem is kell javitani. Ha mégsem deriil ki egyértelmiien, hogy a vizsgazé melyik feladat
értékelését nem kéri, akkor automatikusan a kitlizott sorrend szerinti legutolsé feladat
lesz az, amelyet nem kell értékelni.
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I.

1.

Ha a gondolat a
1 pont | megolddasban megjelenik,
akkor ez a pont jar.

Egy szamtani sorozat paros sorszamu, illetve paratlan
sorszamu tagjai is szamtani sorozatot alkotnak.

Pératlan sorszamu tag dsszesen 11 darab van, paros

sorszamu pedig 10. 1 pont

A paratlan, illetve pdros
A feladat feltétele szerint: sorszamii  tagok dssze-
a, +a,, 1122 +a,, 10415 2 pont | gének felirasa 1 pont, a

2 ' szoveg szerinti kapcsolat
felirasa 1 pont.

Legyen az eredeti sorozat kiilonbsége d, ezzel felirva
az egyenletet:

1 pont
a, +a12+20d.11= a, +d+a, +19d_10+15.
Atrendezve: 2a, +20d =30. 1 pont
A feladat masik feltételét hasonloan atirva: 5 vont
a,+19d =3(a, +8d). pon
Atrendezve: 2a, +5d = 0. 1 pont
Az egyenletrendszer megoldasa: a, =5, d =2. 2 pont
A keresett tag: a,; = -5+14-2=23,

1 pont

¢s ez megfelel a feladat feltételeinek.

Osszesen: | 12 pont
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2. a)

Jelolje a a 9-10. évfolyamos tanuldk szamat, 4 pedig

az atlagpontszamukat. A 11-12. évfolyamos tanulok 1 pont
szama a feltétel alapjan 100 —a .
A feltétel alapjan a =1,5- (100 —a), ahonnan a = 60.
A 9-10. évfolyamos tanulok szama tehat 60, a 11-12. 2 pont
¢vfolyamos tanuldké pedig 40.
Ha B jeldli a 11-12. évfolyamos tanulok 1
atlagpontszamat, akkor 1,54 = B. pont
Az atlagpontszam az el6zdeket felhasznalva:
100_60A+4OB_SOB_4_B 2 pont
100 100 5
Innen B =125, azaz a 11-12. osztalyos tanulok 1 pont
atlagpontszama 125. P
Ha A értéket szamitja, jo
- kerekitésekkel dolgozik és
Osszesen: | 7 pont | , .
ugy vdlaszol, a 7 pont
akkor is jar.
2.b)
A 100 tanulébdl 3 tanul6 kivalasztasara
100
( ; ] (=161700) egyenlden valdszinii lehetoség 1 pont
van.
A feltételnek megfeleld kivalasztas lehetdségeinek a
60) (40
szama: | . || | (=70800), I pont
2 1
ugyanis a két és egy tanul6 kivalasztasa egymastol 1 vont
fliggetleniil torténik. P
60) (40
o 2) Ul
A keresett valoszinliség: P = 00y 1 pont
0 ’ ror .
azaz P = 70800 (z 0’44) ‘ I pont 44% . rmegadasaert is 1
161700 pont jar
Osszesen: | 5 pont
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3.

Egy masodfoku egyenletnek pontosan akkor van egy Ha a & ondolgt A
darab kétszeres valds gyoke, ha a diszkriminédnsa 0. I'pont | megolddsban mfg]elenzk,
akkor ez a pont jar.
Az egyenlet diszkriminanséara nézve
, . 2 . 2 pont
tehat: 16(sin + cosr)’ —4-4-(1+sinar) = 0.
sin® o +cos” a + 2sinacosa —1—sina =0 2 pont
Felhasznalva, a sin’a+cos’a =1 azonossagot,
kapjuk, hogy 1 pont
2sinacosa—sina =0.
Els6 megoldas
Barmely jol befejezheto
sina(2cosa—1)=0 2 pont | modszer esetén jar ez a
2 pont.
Ez akkor teljesiilhet, ha
a) sina =0, 1 pont
tehat o = km, ahol k€ Z;
b) 2cosa—1=0, 1 pont Ha hamis gyokot is kap,
1 és elfogadja, vagy a
tehat cosar =—, kapott  gyokrendszerek
2 y g
1 pont | felirasa hidnyos, az 5
o=242nm, ahol neZ, pontbdl  legfeliebb  3-at
3 kaphat.
vagy
oczs?n+2mn,aholmez. 1 pont
Ekvivalens atalakitasok miatt a kapott gyoksorozatok 1
kielégitik a kiindulasi egyenletet. pont
Masodik megoldas
2sin @ cos & = sin @ mindkét oldalt négyzetre
emelve, rendezve 3sin’® a(3—4sin” o) =0 2 pont
sina=0 a=nr,neZ 1 pont
sin’ azé(: a=+"+2%kx vagy
272-4 3 2 pont
o= iT‘FZZﬂ',k,lE 7
Hamis gyokok kisziirése 2 pont
Osszesen: | 13 pont
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4. a)
A radios tudositasakor Osszesitett szavazatok szdma: 1
10500-0,76-0,9=7182 pont
Az eddig leadott érvénytelen szavazatok szama: 1
7182-(2014+2229+2805)=134 pont
Ez az eddig leadott szavazatoknak = 1,9%-a 1 pont
Osszesen: | 3 pont
4.b)
% =~ (,2804, azaz Alkimista a szavazatok
7182
28%-aval rendelkezett;
2229 ,
—— = 10,3104, azaz Bagoly a szavazatok 31%-at
7182 1 pont
kapta;
2805 ‘o .
ETrs) = 0,3906, azaz Flotas az eddig feldolgozott
szavazatok 39%-4t kapta
A megfeleld kozépponti szogek: Alkimista—101°; 1
Bagoly—112°; Flotas—140° pont
Ervénytelen szavazat (1,9%)—7° 1 pont
Az is megkapja ezt a
A kordiagramm véazlata 1 pont pontot, aki meg’fel?dkezett
az ervenytelen
szavazatokrol
Osszesen: | 4 pont
4. ¢)
A még nem Osszesitett szavazatok szama: 1 ¢
7182:9=798 por
Ha ez mind érvényes lenne, és példaul mindegyiket
Alkimista kapna, akkor 2812 szavazattal 2 pont
megnyerhetné a valasztast
Osszesen: | 3 pont
4. d)
Ha x a keresett szazalék, akkor Flotas biztosan nyer,
ha0,95-—>0,05; tehdt x> =5.3. 3 pont
100 0,95
Tehat ha Flotas 95%-os feldolgozottsdgnal legalabb
5,3 %-kal vezet az 6t kdvetd jelolt elétt, akkor 1 pont
biztosan megnyeri a valasztast.
Osszesen: | 4 pont
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II.

5. a)

Andras 20 perc, Béla 18,75 perc alatt teszi meg

A haladasi irany
grafikonrol leolvasva is
3 pontot ér. Ha jol

felfelé az utat, ezért a talalkozaskor Andras lefelé, 3 pont | szamol, de nem indokolja,
Béla felfel¢ fut. hogy a taldlkozaskor ki
merre fut, 2  pontot
kaphat.
A két fiu a csucstol x km-re talalkozik. Ekkor Andras
futési ideje 6raban: 1 + i, 2 pont
3 20
. e, S5—x
Béla futasi ideje oraban: 1 pont
Mivel Andrés 10 perccel korabban indult, ezért
1, x _5=x1 2 pont
3 .20 16 6
Innen x = 3 km(= 1,3 km).(A kapott érték a feladat
27 2 pont
feltételeinek megfelel.)
Ha a vizsgazo nem veszi
figyelembe, hogy a két fiu
nem  egyszerre indul,
akkor a feladat a) részére
legfeljebb 5 pont adhato.
Osszesen: | 10 pont | Ha a vizsgdzé nem hatd-
rozza meg a taldlkozas
hegycsucstol valo tavol-
sagat, csak az idopontjat,
akkor legfeljebb 8 pontot
kaphat.
5.b)
A feltétel csak ugy teljestilhet, hogy a lanyok rendre 2 pont
0,1,2,...,9 fiat ismernek. pon
A fiuk és a lanyok kozotti ismeretségek szama ) ¢
osszesen 1 +2+3+...+9=45. pon
Ha a 9 fit mindegyike 6 lanyt ismert volna, az
54 ismeretséget jelentene. Az eldbbiek szerint eznem | 2 pont
lehet.
Graffal vagy szamel-
méleti  meggondolassal
Osszesen: | 6 pont | inditott, befejezheté  j6
probalkozaseért legfeljebb
3 pont adhato.
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6. a)

A

Az ABCD trapézban AB =20, CD =5, és legyen a
D cstiesbol indulé magassag talppontja az 4B oldalon

E. Ezekkel a jelolésekkel: 1 pont
AE = AB-CD = 15 ,ezért EB = 25 ) Ha m-et a c)-beli tételre
2 2 2 helyesen hivatkozva adja
A trapéz érintdnégyszog, igy AD = AB+CD ; D _ % 1 pont meg, akkor is 3 pont jar.
(Pitagorasz tétele alapjan)
5 5 1 pont
m=DE=NAD" — AE~ =10.
r=ABTCD 125, 1 pont
BED A-bdl:
1 pont
BD = DE* + EB* = @(z 16,01). pon
Osszesen: | 5 pont
6. b)
A kapott forgastest egy hengerbdl és két egybevagd Ha a  gondolat — a
foroaskinbd N 1 pont | megolddsban megjelenik,
orgaskupbol tevddik Ossze. .
akkor ez a pont jar.
A henger ¢€s a kupok alapkorének sugara r =m =10. 1 pont
A henger magassaga CD =5, a kiipok magassaga
AE = 1_5 2 pont
2
Igy a forgastest térfogata:
2
V:2.#”2”-60:10007;(';3141,59). I pont
Osszesen: | 5 pont
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6. C) elsé megoldas

A

Ha a tekintett trapéz alapjainak hossza a és c (a = ¢),
szaranak hossza b, magassaganak hossza m, akkor azt

kell belatni, hogy m = +/ac , vagy masképpen I pont
m’ =ac.
r s g . . atc

A trapéz érintdnégyszog, ezért b = . 1 pont

Az abra jeloléseit hasznalva a szimmetria miatt

qg=9-¢ 1 pont

a+c) (a-cY

Pitagorasz tétele alapjan m’ :( 5 j —( 5 j = 1 pont

=ac. 2 pont
Osszesen: | 6 pont
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6. ¢) masodik megoldas

A Fy

B

Jelolje O a beirt kor kozéppontjat, G pedig a beirt
kornek az AD oldallal vett érintési pontjat.
Ekkor a korhoz kiilsé pontbol huizott érintdszakaszok

Ha a gondolat a
megoldasban megjelenik,

egyenldsége miatt az abra jeldléseit hasznalva I'pont vagy  dbrdbdl  latszik
AG:AFI:%éS DG=DF2=§. akkor ez a pont jar.
Mivel a trapéz szaran fekvo szogek osszege 180°, és

O a belsé szogfelezok metszéspontja, ezért | pont

DAOZ+ ODAZ =907, tehat az AOD haromszog P

O-ban derékszogll,.

¢s atfogdhoz tartoz6 magassdga a kor sugara (0G), 1 pont

ami a trapéz magassaganak fele. 1 pont

Felirva a magassagtételt az AOD haromszdgre: 1 pont

% = %% & m =+lac, és ezt akartuk bizonyitani. 1 pont

Osszesen: | 6 pont
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7.

7. a)

Az ATL haromszog egyenld szara derékszogi

haromszog, I pont
igy AL = h/2 (=1191). 1 pont
A BLT derékszogli haromszogben
BL=—" _on(=~1684). 2 pont
sin 30°
Az ABL haromszdgben a koszinusztétel alapjan 1 pont*
BL’ = AL + AB® =2+ AL- AB-cos60°, P
4h* =2h* + AB* =2 -h- 4B, lpont* | Ez a 2 pont az
A ) | AB*-11914B-1417375
AB"=N2-h-AB-2h" =0. PO —0 egyenletért is jar.
Mivel az AB tavolsag, igy pozitiv, tehat
1 t*
AB = @h ~1927 méter. pon
Osszesen: | 8 pont

1 pont.

* Ha az ABL A-ben eloszor a hianyzo szogeket szamitia ki, az [1-1 pont
(ABLL =37,76°% ALBL = 82,24"); majd koszinusz tételt ir fel jol, 1 pont; végeredményt ad
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7.b)
A PLT derékszogli haromszogben tgo = % 2 pont
Mivel o hegyesszog, €s itt a tangens fliggvény
szigortian monoton ndvekvo, igy elegendd a % 1 pont
tortet vizsgalni.
Mivel a szamlalo konstans, ezért a tort akkor a 1 vont
maximalis, ha TP minimalis. P
Ez akkor kovetkezik be, amikor a TP merdleges az
AB egyenesre, vagyis az ABT haromszdg magassaga,
igy a keresett pont az ABT haromszdgnek a T’ 1 pont
csucsaba huzhat6 magassaga talppontja az AB
egyenesen.
Osszesen: | 5 pont
7. ¢)
A feltétel szerint: p,e“" =0,8p,. 1 pont
log, 0.8 1g0,8
h = € = 2 , 1 t
C ( Clg e] pon
h =1783 (m) magasan volt a 1éggdmb. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
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8. a) elsé megoldas

Legyen egy lap két szomszédos oldalanak hossza
X, .

1 pont

Ha a felhasznalt
ismeretlenek  jelentése
dabra alapjan egyértelmi,
jar az 1 pont.

600
xy =600,y =——-. (1) | 1 pont
X
A nyomtatasi teriilet: 4= (x—6)(y—4), (2) | 1 pont
ahol x > 6 ¢és y >4; (azaz xe le;150]) 1 pont*
Az (1)-et behelyettesitve a (2)-be:
A= (6-6) “2 -4, 1 pont
X
A(x)=624—4x— 3600 1 pont
X
Meg kell keresniink az A(x) fliggvény maximumat.
4/(x)= -4+ I pont
X
3600
-4+ = =0. 1 pont

A *gal jelzett 1 pont

N aer akkor is jar, ha a
Er;r(l)ek az egyenletnek az alaphalmazba es6 gyoke: x I pont | vizsgdzé csak itt tisztazza
' az x valtozo értelmezési
tartomanyat.
. ., 3600 Ha a vizsgdzo nem
A masodik derivalt: A" (x)= -2 RS Ipont |, i meéga masodik
. . . . derivaltat, hanem az elso
Mlvel’ a 1}1asod1k derqult mlnflen pOle[lV hf:lyen . derivdlt  elgjelvdltasaval
negafuv, igy x = 30-ndl is, tehat az A4 fliggvénynek itt Lpont | . 7 1o L, akkor is jdr a 2
maximuma van. pont.
Egy lap két oldala 30 cm és 20 cm hosszu. 1 pont
Osszesen: | 12 pont
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8. a) masodik megoldas

Ha a felhasznalt
Legyen egy lap két szomszédos oldalanak hossza 1 vont ismeretlenek  jelentése
X, V. p dbra alapjan egyértelmi,
jar az I pont.
A nyomtatési teriilet: 4 =(x—6)(y—4), 1 pont
ahol x > 6 és y >4, 1 pont*
A=xy—4x—6y+24=624-2-(3y+2x) 1 pont
Az A értéke pontosan akkor maximalis, haa 3y + 2x
- 1 1 pont
értéke minimalis.
A szamtani és a mértani k6zép kozotti egyenlOtlenség A *-gal J elzfﬁ 1 pont
felhasznalasaval: 5 ¢ a{ckor oW i a';;t . hctl o a
340 pont | vizsgdzo csak itt tisztdzza
Y x21/3y~2x, az x és y valtozo
2 értelmezési tartomanyat.
ahol xy=600 felhasznal4saval
3y;2x > J6xy =/6-600 = 60. 2 pont
A jobb oldal minimumértéke 60 akkor, ha 3y = 2x. 1 pont
Innen xy=600 felhasznalasaval x = 30 és y = 20. 1 pont
Egy lap két oldala 30 cm €s 20 cm hosszu. 1 pont
Osszesen: | 12 pont
8. b)
A nyomtatott oldalakon 3-122-ig szerepelnek az A 2 pont jar, barhogyan
. 1 pont | . ,
oldalszdmok, is hatdrozza meg a
Vizsgazo a 2-est
tartalmazo oldalak
ezek koziil 23-ban van 2-es szamjegy. 1 pont | szamat.
Helyes valasz 1 pont,
indoklas 1 pont.
A keresett valosziniiség: P = %(z 0,1917). 2 pont
Osszesen: | 4 pont
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9. a)
- o vateenis a9 .
9 szék koziil 3 sz€k kivalasztasara 3 lehetdség van. 1 pont
A 3 kivalasztott székre a professzorok 3!=6 | vont
kiilonb6z6 sorrendben iilhetnek le. P
Igy az 6sszes lehetéségek szama:
9
@-6:9-8-7:504. 2 pont
A 4 pont akkor is jar, ha
a vizsgazo indoklassal
) egylitt varidciok szama-
Osszesen: | 4 pont | ként irja fel a helyes
eredmeényt. Indoklas
nelkiili  helyes  ered-
ményért 2 pont jar.
9.b)
A 6 hallgat6 kozott 5 hely van, ahova professzor
5
tilhet. A 3 professzori hely (3} , azaz 10-féle lehet. 2 pont
A didkok egymashoz viszonyitva 6!= 720, 1 pont
a professzorok 3!= 6 kiilonboz6 sorrendben 1 pont
ilhetnek. P
. 5
Igy az Osszes lehetdségek szama: (?J -6!-31=43200. | 2 pont
Osszesen: | 6 pont
9. ¢)
A dijak kiosztésa 9!-féleképpen torténhet. 1 pont | Ha a vizsgazo a helyes
Az elsO és a harmadik dijazott is didk, ez 6-5 = 30 2 pont eredményt valosziniiségek
kiilonb6z6 mdédon valosulhat meg. p szorzataként kapja meg
6 15 5
%778
A tekintett két didk és a bioldgia professzor , " srtel )
kivételével a tobbi dijazott 6!-féleképpen kaphatja 1 pont fenyezo erte mezese
e 1-1 pont, a fiigget-
meg a dijat. , . ,
lenségre hivatkozas
1 pont.
, .6
Igy a kérdéses valdszinliség: P = 3OT6 = 85_4 = 0,06 . 2 pont
Osszesen: | 6 pont
irasbeli vizsga 0802 15/15 2008. majus 6.
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