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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eldirasok:

l.

2.

A dolgozatot a vizsgdz6 altal hasznalt sziniit6] eltérd szinii tollal kell javitani, és a
tanari gyakorlatnak megfelelden jelolni a hibakat, hianyokat stb.

A feladatok mellett talalhaté sziirke téglalapok koziil az elsOben a feladatra adhato
maximalis pontszam van, a javitd altal adott pontszam a mellette levo téglalapba
kertil.

Kifogastalan megoldas esetén elég a maximalis pontszdm beirasa a megfeleld
téglalapokba.

Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy az egyes részpontszamokat is irjard a
dolgozatra.

Tartalmi kérések:

10.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az itmutatd egyes részleteivel
egyenértékil részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

A pontozasi utmutato pontjai tovabb bonthatok. Az adhaté pontszamok azonban csak
egész pontok lehetnek.

Nyilvanvaloan helyes gondolatmenet és végeredmény esetén maximalis pontszdm
adhato akkor is, ha a leiras az itmutatoban szereplénél kevésbé részletezett.

Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanuld a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando probléma Iényegében nem valtozik meg,
akkor a kdvetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az utmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanul6 az
elvi hibaval kapott rossz eredménnyel, mint kiindulé adattal helyesen szdmol tovabb a
kovetkezo gondolati egységben vagy részkérdésben, akkor erre a részre kapja meg a
maximalis pontot, ha a megoldandé probléma lényegében nem valtozik meg.

Ha a megoldasi utmutatoban zarojelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékili a megoldas.

Egy feladatra adott tobbféle helyes megoldasi probalkozas koziil a vizsgazoé altal
megjelolt valtozat értékelheto.

A megoldéasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhato.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

A vizsgafeladatsor I1. részében Kitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelheto. A vizsgaz6 az erre a célra szolgdlo négyzetben — feltehetdleg — megjeldlte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszamitani az
Osszpontszamaba. Ennek megfeleléen a megjeldlt feladatra esetlegesen adott megoldast
nem is kell javitani. Ha mégsem deriil ki egyértelmiien, hogy a vizsgazé melyik feladat
értékelését nem kéri, akkor automatikusan a kitlizott sorrend szerinti legutolsé feladat
lesz az, amelyet nem kell értékelni.
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

1. a) elsé megoldas

(A halmazokat a lanyok nevének kezddbetilijével jeloltiik.)

Készitsiink halmazabrat! A halmazok elemei

A pont a modell helyes

legyenek az egyes lanyok éltal megtalalt hibak. I pont alkalmazasaért jar.
Ha a7, 3 és 6 helyett
rendre 12-0t, 8-at és 11-
et ir, legfeljebb I pontot
Minden j6 érték 1-1- pont 7 pont | kaphat a 7 pontbdl.
Szamolasi hiba esetén
hibanként 1-1 pontot
vonjunk le.
A felfedezett hibak szamat a részhalmazokba irt
elemszamok Osszege adja: 1 ¢
(9+7+12+3+5+6+16) pon
Tehat a harom lany 6sszesen 58 hibét fedezett fel.
Osszesen: | 9 pont
1. b) elsé megoldas
Ennek a gondolatnak a
Legalabb ketten vették észre a hibat, ha pontosan megoldas soran valo fel-
, , , 1 pont g L,
ketten vagy pontosan harman észlelték azt. hasznadldsa esetén is jar a
pont.
Az els6 csoportba 7 + 6 + 3; a masodikba 5 hiba
tartozott. 2 pont
Legalabb ketten észlelték a hibat 21 alkalommal.
Ez az Osszes észlelt hiba 2 = (0,36 -ad része, azaz kb.
58 1 pont
36%:-a.
Osszesen: | 4 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

1. a) masodik megoldas

(Jeloljiik a lanyok nevének kezddbetlijével az egyes
lanyok altal megtalalt hibak halmazat!)

A szdveg alapjan: |4 =24; [B|=30; |R|=30; 1 pont
|ANB|=12;|ANR|=8;|BNR|=11,
valamint |A NBN R| =5. 1 pont
Ez a pont nem bonthato.
A hérom lany altal megtalalt hibdk szdma az Ennek a’gond(’)latna{c “a
, 2 pont | megoldas soran valo
AU B UR halmaz elemszama. iy L
felhasznaldsa esetén is
jar a pont.
A logikai szita formulat alkalmazva: |A UBuU R| = A formula felirdsa dlta-
2 pont | lanos esetre I pontot ér.
|4 +|B| +|R| ~|ANB|-|ANR|-|BAR|+|AnBNR|=
= 24+30+30-12-8-11+5=58. 2 pont | S2amolasi hiba esetén
1 pontot kap.
A harom lany 0sszesen 58 hibat észlelt. 1 pont
Osszesen: | 9 pont
1. b) masodik megoldas
Ennek a gondolatnak a
Legalabb ketten vették észre a hibat, ha pontosan | pont megoldas soran valo
ketten vagy pontosan harman észlelték azt. p felhasznaldsa esetén is
jar a pont.
Ezért a hibdk szama:
|ANB|+|ANR|+|BNR|-2-|[AnBNR|= 2 pont
12+8+11-2-5=21.
A keresett szazalék tehat % 100 =36 %. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

2. els6 megoldas

Megoldast csakis az x° >3 feltételnél kereshetjiik. 1 pont
Helyesen alkalmazza a
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat! kéttagu’o"sszeg négyz'e’tr e
2 al4 2m+xz _3-4 2 pont | emelését Jpont,’ ezt jol )
: alkalmazza a négyzetgyo-
kos kifejezésekre 1 pont.
Rendezés utan kaphatjuk, hogy Tudja, hogy a négyzet-
2'1”)62 +1 ixz -3 i: 6—2x>2 2 pont gyokos kifejezésre cél-
szerti rendezni 1 pont, ezt
azaz \/\x~ +1jx" =3]=3-x"). elyesen elvégzi 1 pont.
2 11|x? -3)=3-x? hel Ivégzi 1
A baloldali kifejezés nemnegativ értékil, igy a 1 vont
jobboldali kifejezés is nemnegativ, p
ezért x* <3 feltételnek is fenn kell allnia. 1 pont
A kezdeti feltétellel 6sszevetve, az x* =3 teljesiilhet 1 pont
csak. P
Ezt az értéket az eredeti egyenletbe behelyettesitve 1 pont
adodik, hogy az x° =3 kielégiti az egyenletet. P
Innen a két gyok: x, = V3 és X, = 3. | vont
pon
(M= 43543 )
Osszesen: |10 pont*
2. masodik megoldas
Mind a két oldalbél kivonva a+/x* +1 kifejezést, | pont
emeljiik négyzetre a kapott egyenlet mindkét oldalat!
Ekkor az x* =3 =4—4+/x> +1+x” +1 egyenlethez 2 vont Az egyenlet két oldalanak
juthatunk. p helyes felirasa 1-1 pont.
5 Tudja, hogy a négyzet-
Rendezve kapjuk, hogy 4-Vx“ +1=8 2 pont gvokos kifejezésre cél-
[ 2 _ szerti rendezni 1 pont, ezt
(azaz Nx*+1=2). helyesen elvégzi I pont.
Négyzetre emelve és rendezve az x° =3 egyenlethez 2 pont
jutunk;
és innen x, =3 és X, = 3. { .
pon
(M =F35431).
Behelyettesitéssel adodik, hogy mind a két érték 2 vont | Ez a pont nem bonthatd
kielégiti az eredeti egyenletet. P Zap ]
Osszesen: |10 pont*
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

2. harmadik megoldas

A megoldas csak olyan x szam lehet, amelyre x* >3

1 pont

teljesill. por
Vonjuk ki mindkét oldalbol a v/x* +1 kifejezést! | .

pon
Vx? =3 =2-4x% +1
A kapott egyenlet bal oldalan all6 kifejezés értéke
nemnegativ, igy csak olyan x szam lehet a megoldas, 1 pont
amelyre a jobb oldal értéke is nemnegativ.
Tehat 2 —x% +1>0, azaz 2> Vx? +1. I pont
Az utdbbi egyenldtlenség mindkét oldalat négyzetre ) )

2 S 2 B . 2 pont* Négyzetre emelés I pont,

qnelve a4=2x"+1,azaz 3= x" egyenl6tlenséghez p rendezés 1 pont.
jutunk.
A négyzetre emeléssel a relacio jel nem valtozott,
mert az 2 >x% +1 egyenl6tlenség mindkét oldala 2 pont* H,elyes megdllapitason-
nemnegativ értékii, és a négyzetfliiggvény a ként 1-1 pont.
nemnegativ szamok halmazan szigortian névekvo.
A kezdeti x> >3 és akapott 3> x?
egyenldtlenségek csak akkor teljesiilhetnek, ha 1 pont*
x’ =3.
Innen a két gyok: x, = V3 és X, = 3. { pont

pon
M = {— V3 ; NG }

Osszesen: | 10 pont*

A *-gal jelolt pontok az alabbi megoldasa esetén a kovetkezOképpen adhatok:

Mivel x> >3, ezért X2 +124. (1 pont)

A négyzetgyokfiiggvény a nemnegativ szdmok halmazan szigortian névo, (1 pont)

igy x% +122 lehet csak. (1 pont)

Az 22vx%+1 és a kapott VxZ 4122 egyenlOtlenségek egyszerre csak akkor

teljesiilhetnek, ha Vx2+1=2 ,azaz x° =3.(2 pont)
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

2. negyedik megoldas

Megoldast csakis az x° >3 feltételnél kereshetjiik. 1 pont
Hax® =3, akkor a v/4 ++/0 =2 igaz kijelentést 2 pont
kapjuk.

Tehata /3 ésa —+/3 is megoldas. 1 pont

A kovetkeztetéssel adodo

Ha x* >3, akkor Vx> +1>2és Vx> =3>0, 2 pont | helyes egyenlotlenségek
felirasa: 1-1 pont

igy \/x2+1+\/x2—3>2, 2 pont
vagyis ekkor nem kapunk megoldast. 1 pont
Az egyenlet megoldashalmaza tehat:

M= —ﬁ;ﬁ}, 1 pont

Osszesen: |10 pont*

*: A 10 pontbol legfeljebb 8-at kaphat, aki csak az egyik gyokot talalja meg.
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Javitasi-értékelési utmutatd

3.a)

Ha az 5 x 5-0s tdblazatban 6sszeadjuk a k. oszlopban

darab repiilés utat.

1év6 szdmokat, akkor megkapjuk, hogy hany 1 pont
irod4ban adtak el £ darab autébuszos utat.

Ha a tablazat n. soraban 1év6 szamokat adjuk dssze,

akkor megkapjuk, hogy hany irodédban adtak el n 1 pont

Ha a gondolatokat jol
hasznalja, ezeket a
pontokat kapja meg.

A tipusu eladott utak szama
ol 11234 0Osszes utak szama
0 111012 5 0
o 1 1212311 9 9
g
2 2 15243 15 |152=30
=
g 3 03192 15 [153=45
<
Z 4 1131322 11 | 11-4=44
R=y
& ,
0sszeg 4 (14| 8 |19 |10 (55) 128
utak szdma | 0 | 14 | 16 | 57 | 40 127
Ha a tablazat kiszamolt
ertekei kozt hibak vannak,
A tablazat szamitott adatainak helyes megallapitasa 3 pont | akkor 1-2 hiba esetén
2 pont, 3-4 hiba esetén
1 pont jar.
Az autobuszos utak szdma: (14+16+57+40=)127; 1 pont
a replilés utak szama: (9+30+45+44=)128. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

3.b)

5-nél tobb utat az az iroda adott el, amelyikben hat,
hét vagy nyolc az eladott utak szama.

1 pont

Ennek a gondolatnak a
megoldas soran valo
felhasznaldsa esetén is
jar a pont.

Hat utat adott el az iroda, ha a tablazatban 1évo
koordinatainak (k ; n) 6sszege 6. Ez harom esetben
lehetséges:k+n=2+4=3+3=4+2.

1 pont

Ezekhez az adatokhoz tartoz6 irodak szama pedig
3+9+3=15.

1 pont

Hét utat adott el az iroda, ha a tablazatban 1év6
koordinatainak (k ; n) osszege 7. Ez két esetben

lehetséges: k + n=3+4=4+3.

1 pont

Ezekhez az adatokhoz tartoz6 irodédk szama pedig
2+2=4.

1 pont

Nyolc utat adott el az iroda, ha a tdblazatban 1évd
koordinatainak (k ; n) Osszege 8. Ez egyetlen esetben

lehetséges: k +n =4+ 4.
Ezekhez az adatokhoz tartozo irodédk szama pedig 2.

1 pont

Mivel 55 fidkiroda volt, és koziiliikk 6tnél tobb utat
(154442 =)21-ben adtak el, a keresett

valésziniiség: %(z 0,3818).

1 pont

Osszesen:

7 pont

Szdmoldsi  hiba esetén
osszesen I pontot vonjunk
le.

irasbeli vizsga 0812 9/23

2008. majus 6.
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Javitasi-értékelési utmutatd

3. b) megoldasianak masik leirisa

A tipust eladott utak szdma
0 1 2 3 4
0 1 1 0 1 2
£
S| 1 1 2 | 2 | 3 1
E
z
gl 2 1 5 2 4 3%
E
El 3 1 0 | 3 | 1 | 9 |o2%
=4
4 1 3 3* 2%E | QFHE
Mivel egyik fidkiroda sem adott el 4-nél tobbet egyik Ennek a gondolatnak a
tipusu Gtbol sem, ezért 5-nél tobb utat az az iroda 1 ¢ megoldas  soran  valo
adott el, amelyikben hat, hét vagy nyolc az eladott pon felhasznalasa esetén is
utak szama. Jjar a pont.
A tablazat adatai szerint 0sszesen hat utat a
tablazatban *-gal megjeldlt szamu fidkiroddkban 1 pont
adtak el,
tehat 6sszesen 3 + 9 + 3 = 15 iroddban. 1 pont
Hét utat a **-gal megjelolt szamu fiokirodakban
1 pont
adtak el,
Osszesen 2 + 2 = 4 irodaban. 1 pont
Nyolc utat pedig a ***-gal megjel6lt szamu 1
fiokirodakban, azaz 0sszesen 2 irodaban. pont
Otnél tobb utat tehat 15 + 4 + 2 = 21 fidkirodaban
adtak el, és mivel 55 fidkiroda volt, a keresett
21 1 pont
valésziniiség: §(z 0,3818).
Szamolasi hiba esetén
Osszesen: | 7 pont | dsszesen I pontot vonjunk

le.

kedvezo esetek szamat.

Kevésbé részletes indoklas esetén is adjuk meg a vonatkozo pontszamot mind az a) mind a
b) kérdésre adott megoldasnal, ha a vizsgazo gondolatmenete kovetheto. Pl. a b) kérdésben
a tablazatban bekarikazta a hat darab megfelelo szamot, és azok osszegével adta meg a

irasbeli vizsga 0812 10/23

2008. majus 6.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

4.
Jeloljiik z-vel az urnéban 1évd z6ld golyok, k-val a
. . s 1 pont
kék golydk szdmat.
Ekkor az urnaban 1év6 golyok szama: 18+ z + k. 1 pont

Hasznéljuk a val6szintiség kombinatorikus
kedvezo

kiszamitasat megado képletet!

osszes

1 pont

Ezek a pontok akkor is
jarnak, ha a gondolat
csak az egyenletek
felirasaban jelenik meg.

A feltételek szerint

(1) z+k +L: 18+ z lpont
18+z+k 15 18+z+k
) k+18 11 (z+18). I pont
18+z+k 18+z+k

Az (1)-es egyenlet tortmentes alakja:

15-(z 4+ k) +18+ 2 +k =15-(18+2), I pont

innen rendezés utan kapjuk: 1

(3)  16k+z=252. pont

Az (2)-es egyenlet tortmentes alakja:

k+18=11-(z +18), I pont

innen rendezés utan kapjuk:

@) k=11z+18. I pont

A (4)-es egyenloségbdl k értékét a (3)-as egyenletbe

irva 1 pont

16-(1,1z +1,8)+ z = 252,

innen z =12, 1 pont

A (4) egyenldségbol kapjuk, hogy &k =15. 1 pont

A kapott értékek megfelelnek a feladat feltételeinek. 1 pont

Az urnaban 12 darab z6ld és 15 darab kék golyd volt. 1 pont
Osszesen: | 14 pont
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II.

5. a)

A&
. // \ / \\
IA \\ J/ »
1 F B X
/ \

A keresett haromszog egyik csucsa a
koordinatarendszer origoja.

A haromszdg beirt korének kdzéppontja K (4 ; 2). I'pont
(A belso szogfelezOk metszéspontja).
Az egyenl6 szari haromszog szimmetriatengelye
. . o 1 pont
athalad ezen a kézépponton.
Ha az ABC haromszdg alapjanak egyenese az x
tengely, akkor a szimmetriatengelyének az egyenlete 1 pont
x=4.
Mivel A4(0;0), és az AB oldalél F felezdpontja ! vont
(4;0), ezért a B koordinatai (8 ;0). pott
A C csucs az AC oldalegyenes (y = ?x] és a
szimmetriatengely (x = 4) metszéspontja. 1 pont
C (4 ; &j .
3
. = 16

A BC oldalegyenes egy iranyvektora: BC| —4; 3 ) 1 pont
igy a BC egyenes egyenlete: 4x+3y =32. 1 pont

Osszesen: | 7 pont

Az utolsé harom pont elosztasa az iranytényezos egyenlet felirasa esetén:
A B ponton datmendé érinto iranytangense 3 (1 pont),

mivel iranyszoge a megadott egyenes iranyszogenek ellentettje, vagy kiegészito szoge,

(1 pont)

tehat a BC oldal egyenesének egyenlete: y = —;(x - 8). (1 pont)
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Javitasi-értékelési utmutatd

5. b) elsé megoldas

ylk

\\
/ N
A | & )\
/\
/
¢

JAEN
1

.~
><"

Ha P(0;0), és a POR haromszdg alapjanak egyenese
a OR egyenes , akkor a PK vektor a OR egyenes

— 1 pont
egy normdlvektora. PK = (4 ; 2). OR egyenes
egyenlete: 2x + y = ¢ ; ahol ¢ valamilyen valos szam.
A megadott kor akkor lesz a POR haromszog beirt
kore, ha a OR egyenes érinti a kort. Vagyis a kornek
¢és az egyenesnek egyetlen kdzds pontja van.
Tehat az a c érték felelhet meg, amelyre az alabbi 1 vont
egyenletrendszernek egyetlen gyoke lesz: P
2x+y=c
(=4 + (-2 4}
Az elsd egyenletbdl y-t kifejezve ( y=c— 2x) ,ésa A4 ,hdr omtagti ki]’”e]: ezés
masodikba behelyettesitve rendezés utan kapjuk, 3 negyzelre ,eme’lesenek
hogy pont | helyes elvégzése ,2 pont
> 5 (ez nem bonthato), helyes
Sx" —dex+c” —4e+16=0. osszevonds 1 pont.
Egyetlen gyékéj[ pon.tos'an akkor kapunk, ha ennek az A vont a diszkrimindns
egyenletnek a diszkriminansa (D) nulla, 1 pont he? s felirdsdért jd
D = —4c” +80c —320. i Jar
Megoldandé tehata ¢ —20c+80 =0 egyenlet.
Ebbol: 1 pont
¢, =10+~/20 és ¢, =10-~20 .
A c, értéke nem felel meg, mert ekkor a kor a
, et s 1 pont
haromszog kiviilrdl érintd kore lenne.
A keresett OR egyenes egyenlete:
2x+y=10++20 . I pont
Osszesen: | 9 pont
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

5. b) masodik megoldas
Ha P(0;0), és a POR haromszdg alapjanak egyenese

a OR egyenes , akkor a haromszog

szimmetriatengelye a PK egyenes, amelynek egyik I pont

iranyvektora a PK (4 ; 2), egyenlete x—2y =0.

A haromszdg beirt korének €s a szimmetria
tengelyének metszéspontja a OR oldal G
felezOpontja.

1 pont
(x-4?+(y-2)%=4
x=2y=0
Behelyettesitd modszert alkalmazva az A kéttagdlk’if ?j e?cé;z ”légy'
2 _ 2 _ zetre emelesenek nelyes
5x° —40x +.64 =0 (vagyaz 5y -20y+16=0) 2 pont elvégzése 1 pont, helyes
egyenlethez jutunk. osszevonds 1 pont.

Ennek megoldésai:

2420 5 2420
5

X1 =4+

_4__
2 5 1 pont

V20 J20
(Vagy y1:2+T ¢s y2:2—T)

Mivel a G pont els6 koordinataja 4-nél nagyobb, 1 pont

lgyG( 2\/5 «/ﬁ)

5

A OR egyenes merOleges a PK egyenesre, €s athalad
a G ponton, igy egyik normalvektora n (2;1).

1 pont

1 pont

A QR egyenes egyenlete:

4J_ V20
5

2x+y =8+ +2+

2x+y:10+\/_.

, azaz 1 pont

Osszesen: | 9 pont

4f] L 25

Az egyenes egyenletének barmely alakja elfogadhato: pl.: y =-2| x—4— =

irasbeli vizsga 0812 14 /23 2008. majus 6.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

6. a)

A differencialhato f fiiggvénynek az x =1 akkor

Ennek a gondolatnak a
megoldas sordn valo

lehet szélséérték-helye, ha itt az elsd derivaltja nulla. | | PO | folhaszndldsa esetén is
jar a pont.
Mivel f'(x)=3x>+2kx+9 ; 1 pont
ezért f')=3+2k+9=0. 1 pont
innen k =—6. 1 pont
A lehetséges k értékre f7(x)=3x> —12x+9. 1 pont
Ez a 2 pont akkor jar, ha
A masodfoku polinom szorzatalakja: a vizsgdzo a masodfokil
F/(x)=3-(x-1)-(x-3). 2 pont fliggveény eldjelviszonyait
megindokolva vizsgalja.
Az x =1 helyen a derivalt pozitivbol negativba valt, 1 pont
ezért itt az f fiiggvénynek lokalis maximuma van. 1 pont | A széveges indoklast egy
A derivalt az x =3 helyen negativbol pozitivba valt, 1 pont | helyesen kitoltott tabldzat
ezért itt az f fliggvénynek lokalis szE&lséértéke 1 helyettesitheti.
(minimuma) van. pont
Osszesen: | 11 pont
6. b)
Mivel g’(x)=3x” -18x, 1 pont
ebbdl g”(x)=6x—18. 1 pont
A masodik derivalt zérushelye az x =3. 1 pont
Itt a masodik derivalt eljelet valt. 1 pont
Valaszként a (3 ; —54 )
A g fiiggvény (egyetlen) inflexids pontjaaz x =3. 1 pont | pont megadasa is
elfogadhato.
Osszesen: | 5 pont
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7. Q) elsé megoldas

A 41 fobdl allo tarsasag ismerets€gi szamat
megkaphatjuk, ha dsszeadjuk Anna ismerdseinek és

Ha a gondolatot jol

Anna 40 ismerdse egymas kozti ismeretségeinek I'pont hasz.nal]a, ezt a pontot
., kapja meg.
szamat.
Anna ismeri a 40 ismerdsét. 1 pont
Anna 40 ismerdsének mindegyike 38 embert ismer
. 1 pont
Annan kiviil.
gy Anna 40 ismerésének
40-38 _ 760 ismeretsége van egymas kozt. I pont
A 41 16 kozott 40 + 760= 800 ismeretség van. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
7. @) masodik megoldas
Jeloljiik egy graffal az ismeretségeket. Ekkor egy 41
ponti grafunk lesz, ahol minden pont fokszamat
ismerjiik, hiszen Anna mind a 40-et ismeri, az 6 | 2 pont | 4 jo modell 2 pont.
fokszama 40, a tobbiek pontosan 39-et, mert Annat
mind ismerik és pontosan egyet nem a tobbi 39-bol.
Azaz a fokszam tétel alapjan 1 pont
2e =40 + 39-40 = 1600, 1 pont
tehat 800 ismeretség van koztiik. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
7. a) harmadik megoldas
Ha mindenki mindenkit ismerne, akkor az
ismeretségek szama —— lenne. 2 pont
40 személy kettesével (egyértelmiien) parba allithato
ugy, hogy a parok két-két tagja nem ismeri egymast, 2 pont
ezért 20 egymadst nem ismerd par van,
tehat 41-40 _ 20 =800 ismeretség van. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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7. b) elsé megoldas

Vannak 40-en akikbdl valasztunk (és barmelyik par

kivélasztasanak valoszinlisége ugyanakkora). I pont
Az elsonek valasztott személy barki lehet, hiszen
mindenki pontosan egyet nem ismer (szimmetrikus a 1 pont
szerepiik).
Utana 39-bdl kell valasztani egyet (8sszes esetek
, 1 pont

szdma).
Mivel az elsdnek valasztott személy koziiliik egyet | pont
nem ismer, igy 38-at ismer (kedvezd esetek szama). P
Annak a valosziniisége, hogy ismerik egymast: % 1 pont

Osszesen: | 5 pont
7. b) masodik megoldas
Képzeljiik el Anna 40 ismerdsének ismeretségi
grafjat. A 40 ponta graf két pontjat akkor kotjiik .,
0ssze, ha a két ember ismeri egymast. Kiszamoljuk, 2 pont | Aj6 modell 2 pont.
hogy hény éle van a grafnak.
Ha a 40 ember mindegyike ismerné az §sszes tobbi
embert, a 40 pontl grafnak 4039 _ 780 éle lenne. I'pont

. PP ., 40-38
A feltétel szerinti graf éleinek szama =760. 1 pont
760 38
A keresett valosziniiség: —— = — (= 0,9744). 1 pont
780 39

Osszesen: | 5 pont
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7. €) elsé megoldas

A kivalasztott két személy koziil vagy Anna az egyik,

vagy mindkettd Anna ismerdsei koziil valo. I pont .
P Ha a gondolatot jol
1. eset: Ha Anna az egyik kivalasztott. haszndlia. ezt a montot
Ekkor a masik kivalasztasatol fiiggetlentil a két | vont | kapia mj ¢ ’ P
ember ismeri egymast. A kedvezd esetek szama p 7 &
ekkor nulla.
2. eset: Ha Anna ismerdsei koziil valo a két
kivalasztott.
Akkor a 40 személy kettesével (egyértelmiien) parba 1 pont
allithat6 ugy, hogy a parok két-két tagja nem ismeri
egymast, ezért 20 ,.kedvezd” par van.
41
Az Osszes lehetséges kivalasztasok szama ( 2} , 1 pont
Ez a pont jar akkor is, ha
azaz 820. 1 pont a va’loszmu’s 8 n?eg,h.ataj
rozdsa soran szamitja ki
helyesen.
, . s 0+20 )20
Igy a kérdéses valoszinliség: =|—, ) o
820 820 1 vont Itt a hanyados képzéséért
1 p jar a pont.
azaz — (= 0,0244).
41
Osszesen: | 6 pont
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7. ¢) masodik megoldas

Ha Anna az egyik kivalasztott, akkor a masik
kivalasztasatol fliggetleniil a két ember ismeri

Ha a gondolatot jol

egymast. [gy ekkor annak a valosziniisége, hogy nem I'pont hasz.nal]a, ezt a poniot
. . . kapja meg.
ismerik egymast nulla.
Ha Annat nem vélasztjuk ki elsdre, annak % , 1 pont
, 39 T
annak, hogy masodszorra sem 0 a valdszintisége. 1 pont
Anna tehat nincs kivalasztva 4039 _39
41 40 41 1 pont
valoszinliséggel (a fliggetlenség miatt).
Annak a valoszintisége, hogy Anna 40 ismerdse
koziil kettdt kivalasztva azok nem ismerik egymast
38 ] 1 pont
1 —— =— (lasd b) kérdés megoldasat).
39 39
Ekkor (a fiiggetlenség miatt) a keresett valdszinliség
91 1
4139 41
A kérdezett valdszinliség tehat I pont
0+4=| L (=0,0244).
41 ) 41
Osszesen: | 6 pont

Ha a megoldas indoklasa kovethetoen megjelenik, kevésbé részletes leiras esetén is 6 pont

adhato.
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8.
{a,},ahol a, =(-2)" +2".
4 n n n n+l 1 pont
Ha n péros, akkor a, =2" +2" =2-2 (=2 )
Ha n paratlan akkor a, =-2" +2" =0. 1 pont
Az {a, } sorozat tehat nem korlatos nem monoton. 1 pont
A {b,} sorozatot3 intervallumon kell vizsgalni: | 7“ ezt c;{ak a kés‘];b bi
n<10; 10<n<23; 23<n. pont | letras tulrozi, az I pont
akkor is jar.
{bn }, ahol b, = | n—-123 | _| n—10|; Nem jar a pont, ha csak a
Az abszolutérték értelmezése alapjan: 1 pont | helyes linedris egyenletet
Ha <10, akkor b, =(23-n)—-(10-n)=13. irja fel.
Ha 10 < 1 < 23, akkor Nemjdr' ag?om, ha csak a
b =(23-n)=(n—10)=-2n+33. 1 pont }’ze.lyes linedris egyenletet
irja fel.
Ezen a tartomanyon —13 <5, <13. 1 pont
Nem jar a pont, ha csak a
Ha 23<n,akkor b, = (n—23)—(n-10)=-13. 1 pont | helyes linedris egyenletet
irja fel.
A {b,} sorozat tehat korlatos és monoton csékkens. 1 pont
Also korlatja: megadhatja a —13 -at, vagy barmelyik
ennél kisebb szamot. 1 pont
Felso korlatja: megadhatja a 13-at, vagy barmelyik p
ennél nagyobb szamot.
2
{c.}, ahol ¢, =( sin(%-n] +cos(§-n] J .
. A helyes négyzetre emelés
Hasznaljuk az o = — - n jel6lést! Ekkor a négyzetre 1 pont, a pitagoraszi
2 2 pont* | dsszefiiggés helyes
emelés , a pitagoraszi Osszefiiggés és a kétszeres alkalmazdsa és
szogfliggvény képletének alkalmazasaval sin 2a felismerése 1 pont.
c,= (sin o + cos 0()2 =
=sin’ ¢ +2-sina-cosa+cos’ ¢ =1+sin2cx .
Visszairva « eredeti jelentését kapjuk, hogy:
¢, =1+sin(z-n)=1, mivel sin(z - n)értéke minden | 1 pont*
n egeész esetén 0.
A {c, } sorozat monoton, 1 pont
¢s korlatos. 1 pont
Also korlatja: az 1 vagy barmelyik ennél kisebb,
felso korlatja: az 1 vagy barmelyik ennél nagyobb 1 pont
szam.
Osszesen: | 16 pont
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A *—gal jelolt pontok elosztasa mas megoldas esetén:

1. A4 sin(%-nj+c0s(%-nj osszeg valamelyik tagja mindig 0, ekkor a masik tag pedig 1

vagy —1, (2 pont) igy ¢, =1 minden pozitiv egész n esetén. (I pont)
2. Az elsé négy tag kiszamitasa (I pont), majd annak kozlése, hogy az dsszeg tagjainak
periodicitasa miatt a tovabbi tagok mindegyike is 1-gyel egyenlo (1 pont).

Az alabbi tablazatban dsszefoglaljuk az attekinthetoség kedvéert a harom sorozat kérdezett

tulajdonsdagait:
a sorozat korlatos monoton

2" ha n paros nem nem
{a,} s a,= ,

0, ha n paratlan

13, ha n<10 igen igen
{b.} b, =4-2n+33, ha 10<n<23
—13, ha 23<n

{cn} ; ¢, =1 nosszes értékére igen igen

irasbeli vizsga 0812

21/23

2008. majus 6.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

9. a)

C Hasznaljuk az abra jeldléseit!

A 3 cm sugara k korlapba belevagni ugyanazzal a
koralaku formaval azt jelenti, hogy az O kozéppontu

3 cm sugaru kort eltoljuk 2 cm-rel az OK vektorral.

N T ) . Ez a 2 pont a gondolatok
Ak kf)rlarlpbol kivagunk egy T .tartome.lnyt. (A rajzon 2 pont | kévethetd megjelenité-
ez sziirkén szerepel.) T-nek szimmetriatengelye a DC séért jar.
¢s az OK egyenes. A T-t hatarol6 két koriv sugara
egyarant 3 cm, kdzéppontjuk az O illetve a K pont. A
T tartomany két egybevago korszeletbdl all.
Egy ilyen korszelet (pl. a DCB) teriiletét szamitjuk
Ki. ¢ korszelet — ©korcikk haromszég -
Az ODBC korcikk kozépponti szoge és az ODC
haromszog szarszoge is a DOC szdg. Legyen A tovabbiakban a
DOCL=2«x. 1 ¢ sziikséges mennyiségeket
Az o nagysagat az FOC derékszogii haromszogbdl PO rét tizedesjegyre
. . . 1 kiszamitva adjuk :
szamitjuk ki. OC =3¢és OF =1, innen cosa = 3 PZAMmITYa aajuit mes
a=123 (x=70,53"). 1 pont
Vppc =120 (rad) =739, 1 pont
Fokban mért szoggel
] szamolva:
ahonnan ¢,, . = =11,07 (cm?). 1 pont _97-141,06 _
2 korcikk = T agm
360
=11,07.
2.
r= -sin(2a) 2
tha 50 = ———— = 2,83 (cm”);
haromszog B ( ) 1 pont
(vagy Uharomszog = 242 = 2,33 (sz))-
Ukorszelet = 8,23 (em®); 1 pont
tholdacska = tkor — 2 Uirszeler =11,78 (sz)- 1 pont
A pont a kozbiilsé adatok-
Egy holdacska feliilrdl 1athato feliiletének teriilete bol kapott eredmény egy
5 1 pont | . . f
11,8 cm”. tizedesjegyre kerekitett
értékéért jar.
Osszesen: | 11 pont
A részeredmények tetszoleges (legaldbb egy tizedesjegy) pontossagu helyes kerekitéssel
elfogadhatok.
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9. b)

Minden korlapbdl lett egy holdacska és egy 2 cm
sugart korlap formaju siitemény. (AB =4 cm)

1 pont

Klari az eredeti 30x60-as téglalapbol kivagott
50 darab holdacskat és 50 db 2 cm sugart kort.

A kivagott siitemények alapteriilete (kozelitd
értékekkel szamolva):

50-11,78+50-2% -7 =50-(11,78+12,56)=1217 cm”.

1 pont

A maradék alapteriilet ekkor
30-60—1217 =1800—1217 = 583 cm’.

1 pont

Ebbdl négyzet alapti format kellett késziteni azonos
vastagsaggal.

A négyzet alakuira kinyujtott tészta alapteriilete a
maradék alapteriilet, vagyis 583 cm’.

1 pont

Ennek a négyzetnek az oldala: /583,
azaz (kerekitve) 24 cm.

1 pont

A pont a kozbiilso
adatokbdl kapott
eredmény egészre
kerekitett értékéért jar.

Osszesen:

S pont

A részeredmények
tetszoleges (legalabb
egész) pontossagu helyes
kerekitéssel elfogadhatok.
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