Matematika emelt szint
Javitasi-értékelési utmutatd 1512

jus 5.

MATEMATIKA

EMELT SZINTU IRASBELI
ERETTSEGI VIZSGA

JAVITASI-ERTEKELESI
UTMUTATO

EMBERI EROFORRASOK
MINISZTERIUMA

ERETTSEGI VIZSGA e 2015. mij




Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési itmutatod

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt szinitdl eltéré szinii tollal, olvas-
hato6an javitsa ki.

2. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsdben a feladatra adhatd
maximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszam a mellette levo téglalapba
kertiiljon.

3. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszdm feltiintetése mel-
lett kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

4. Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja r4 a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetové teszi, ak-
kor a vizsgaz6 altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhato. Ne maradjon
olyan részlet a megoldasban, amelyrdl a javitds utan nem nyilvanvald, hogy helyes,
hibas vagy folosleges.

5. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

helyes 1épés: kipipalas

elvi hiba: kétszeres alahuzas

szamolasi hiba vagy mds, nem elvi hiba: egyszeres aldhuzads

rossz kiindulo6 adattal végzett helyes 1épés: szaggatott vagy athuzott kipipadlds

hianyos indoklas, hidnyos felsorolds vagy mas hiany: hidnyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abrén kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.
Tartalmi kérések:

1. Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol elté-
ré6 megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az utmutatd egyes részletei-
vel egyenértéki részeit, és ennek alapjan pontozzon.

2. A pontozési itmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem
rendelkezik. Az adhaté pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

3. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanulé a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolat-
menet alapjan tovabb dolgozik, és a megoldand6 probléma 1ényegében nem valtozik
meg, akkor a kovetkezd részpontszdmokat meg kell adni.

4. Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai lépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kovetkez6 gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a ré-
szekre kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem
valtozott meg.

5. Ha a megoldasi utmutatoban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékili a megoldas.
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési itmutatod

6.

10.

11.

12.

13.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

. A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis

pontszamot meghaladd pont) nem adhaté.

. Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.
. Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibéasak, de

amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

Az abrak bizonyitd erejli felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem el-
fogadhato.

Valésziniiségek megadasandl (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a sza-
zalékban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir eld kerekitési kotelezettséget, akkor az itmutatoban
megadottdl eltérd, ésszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is
elfogadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgdzo az erre a célra szolgadlod négyzetben — feltehetéleg — megje-
16lte annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszamitani
az Osszpontszamdba. Ennek megfeleléen a megjelolt feladatra esetlegesen adott meg-
oldast nem is kell javitani. Ha a vizsgazd nem jelolte meg, hogy melyik feladat értéke-
1ését nem kéri, €és a valasztas ténye a dolgozatbdl sem deriil ki egyértelmiien, akkor
a nem értékelendd feladat automatikusan a kitiizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

Figyelem! Az utmutat6 elején olvashato Fontos tudnivalok cimii rész lényegesen
megvaltozott. Kérjiik, hogy a javitas megkezdése elott figyelmesen tanulméanyozza!

L.
1.a)
cos’ x =1-sin’ x helyettesitése. 1 pont
Nullara rendezve: sin? x+sin x=0. 1 pont
A sin x-ben masodfoku
Szorzatt alakitds utan: sinx-(sinx+1)=0. 1 pont | egyenlet megoldokeépleté-
nek helyes felirdsa.
sin x = 0 pontosan akkor,ha x=k 7, ke Z. 1 pont*
: n
sin x = —1 pontosan akkor, ha x = 7+ [-2mw,le Z. 1 pont*
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- 4 be’hely eriesies e,lforga’d—
, . f 1 pont | hato egy 2w hosszusagu
tasokra hivatkozassal. . r
perioduson beliil is.
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés:

Ha a vizsgazo a kévetkezo hibak koziil egyet kovet el, akkor a *-gal jelolt 2 pontbol 1 pontot,
ha egynél tobbet hibazik, akkor 0 pontot kapjon: a periodusokat lehagyja; fokban oldja meg
az egyenletet; fokban és radianban (vegyesen) dolgozik; sehol nem emliti, hogy ke Z .

1. b)
Ha x > 0, akkor |x| =X. 1 pont
1

Ekkor 0 = 2x + 1, ahonnan x = —5 , 1 pont

Ez a pont jar, ha a vizsga-
de ez x > 0 miatt nem megoldas. 1 pont | zo behelyettesitéssel sziiri

ki a hamis gyokot.
Ha x <0, akkor |x| =—X, 1 pont
¢s az egyenlet: |2x| =2x+1. 1 pont

1
(Mivel x <0, ezért) 2x =2x + 1, azaz x = 7 1 pont
Ellen6rzés behelyettesitéssel vagy (az x < 0 feltétel
teljesiilésének emlitése mellett) ekvivalens atalakita- 1 pont
sokra hivatkozassal.
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: Grafikus megoldas esetén az x +— ‘x —|x” dbrazolasa

(x> -2x, hax<0ésx+> 0, hax>0)4 pont, az x> 2x + 1 dbrdzo-
lasa I pont. Metszéspont leolvasdsa I pont. Ellenorzés behelyette- 2

sitéssel 1 pont.
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

2. Q) elsé megoldas

A képernyd oldalainak hosszat (cm-ben) jeldlje

16x & Ox. I pont

40 col = 101,6 cm 1 pont

(A Pitagorasz-tétel szerint:) (16x)* +(9x)> =101,6°. 1 pont

337x% =10 322,56 1 pont

Ebbdl (mivel x > 0) x = 5,535 (cm). 1 pont

A képerny6 oldalainak hossza tehat 1

(16x ~) 88,6 cm és (9x ~) 49,8 cm. pont
Osszesen: | 6 pont

2. a) masodik megoldas

A képerny6 oldalainak hosszat (col-ban) jelolje

16x és 9x. I pont

(A Pitagorasz-tétel szerint:) (16x)* + (9x)* = 402. 1 pont

337x* =1600 1 pont

Ebbdl (mivel x > 0) x = 2,179 (col). 1 pont

A képerny6 oldalainak hossza tehat 1

(16x =) 34,863 (col) és (9x =) 19,610 (col), pont

azaz 88,6 cm és 49,8 cm. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Mas, ésszertii és helyes kerekitésekkel kapott részeredményekbdl szarmazo (egy
tizedesjegyre helyesen kerekitett) valasz is elfogadhato. Ha a vizsgazo valaszaban nem kere-
kit, vagy rosszul kerekit, akkor ezért 6sszesen I pontot veszitsen.

2. b) elsé megoldas

Az els6 képernyd teriilete a masodik teriiletének
1,69-szerese.

1 pont

A két (téglalap alaktl) képerny6 hasonld, ezért

1 pont

a teriiletiik ardnya a hasonlosaguk aranyanak négyze-
tével egyenld.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

A képernyok hasonldsagéanak (és igy atloik hossza-

nak) ardnya /1,69 = 1,3. I'pont
Az els6 képernyd atloja 30%-kal nagyobb, mint a
LA 1 pont
méasodiké.
Osszesen: | 5 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

2. b) masodik megoldas

Az els6 képernyd oldalainak hossza 16x, illetve 9x, a

masodiké pedig 16y és 9y (x > 0 és y > 0). I pont
Az elsé képernyé teriilete 144x°, a méasodiké pedig
144y, tehdt 144x* =1,69-144)°. I pont
Ebbdl x = 1,3y. 1 pont
. A két képernyé hasonlo,
Az elso képernyd atlojanak hossza ezért az atléik ardnya
V256x% +81x% = x-4/337 , megegyezik egy megfelelo
a masodiké pedig 1 pont oldalparjuk ardanyaval,
25617 +81y? =y-\/ﬁ. ami£=1,3.
Y

Mivel x = 1,3y, az els6 képernyd atloja 30%-kal na- 1
gyobb, mint a masodiké. pont

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a feladatot ugy oldja meg, hogy a két képernyo teriiletének konk-
rét értékeket ad, és nem emliti, hogy ez nem megy az altalanossag rovasara, akkor legfeljebb

3 pontot kaphat.

3.a)

A kerekitett bevételek 0sszege
7-120 = 840 (milli6 Ft).

1 pont

A median 120 millio forint, és két 120 millié forintos
arbevétel volt, ezért legfeljebb harom 120 milli6 fo-
rintnal kisebb bevétel lehet.

1 pont

Mivel a médusz 100 millié forint, ezért harom
100 milli6 forintos arbevétel volt.

1 pont

A 160 milli6 Ft-os arbevétel figyelembevételével a

Ha a vizsgazo (indoklas
nélkiil) helyesen felsorol-
Jja a kerekitett bevételeket,
akkor ezért ebbol a

hetedik arbevétel (840 — 3100 — 2120 — 160 =) I pont | 5 POntbol I pont jdr.

= 140 milli6 forintnak adédik.

A (kerekitett) bevételek szorasa: Ez a 2 pont akkor is jar,

3-(100—120)% +2-(120-120)* + (140~ 120)* + (160-120)> . | 1 pont | ha a vizsgdzo nem részle-
7 tezi a szamolds meneteét,

N . de szamologéppel sza-

~ 21,4 milli6 (F1). Lpont | 514 jo eredményt kap.
Osszesen: | 6 pont

3. b) elsé megoldas

A rendes eladasi ar arengedmény nélkiil 1 pont

(54 + 9 =) 63 milli6 Ft lett volna. P

Tehat az eladott aru beszerzési értéke

83 _35 millio Ft, 2 pont

1.8

az arnyereség pedig (54 — 35 =) 19 milli6 Ft volt. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

3. b) misodik megoldas

A rendes eladasi ar a beszerzési érték g -szO0rose,

Ez a pont akkor is jar, ha

9 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
a kedvezményes eladasi ar pedig a m -szerese. oldasbol deriil ki.
A rendes eladasi arnak 3 része a beszerzési érték,

1 t
ezért a rendes eladési arbol befolyt dsszeg g része pot
(ar)nyereség;

a kedvezményes eladasi arnak %-szerese a kedvez-
ményesen eladott aru beszerzési értéke, ezért a ked-
) 1 pont
vezményes eladasbol befolyt 6sszeg 5 része
(ar)veszteség.
Az arnyereség (g -45 —é-9 =j 19 milli6 Ft volt. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
3. b) harmadik megoldas
A nem akcios id6szakban eladott aru utan 45 millid
forint arbevétel keletkezett, az aru beszerzési értéke
45 1 pont
(— =] 25 milli6 forint volt.
A 9 millios arbevételhez [— =j 10 milli6 forint be-
, 1 pont
szerzési érték tartozik.
A beszerzési érték 6sszesen 35 millio forint, 1 pont
az arnyereség pedig (54 — 35 =) 19 milli¢ forint volt. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo csak 10 000 forintos beszerzési értékii termékekkel dolgozik, és
nem emliti, hogy ez nem megy az daltalanossag rovasara, akkor emiatt 1 pontot veszitsen.

3.¢)
Megmaradt 1 darab M-es, 2 darab L-es €s 4 darab 1 vont
XL-es zako. P
Ezek lehetséges sorrendjeinek szama A 1 R

5 ! 2141 pontl 2] 4
=105. 1 pont

Osszesen: | 3 pont
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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

4. a) els6 megoldas

| 4B =/324+36 =/360
|AC| =676+ 64 =740

1BC|=/64+4 =68

2 pont

Egy hiba esetén 1 pont
jar, két hiba esetén nem
jar pont.

Koszinusztétellel: 5 ¢
740 = 360 + 68 — 2- /360 - /68 - cos P pon
-312
cos p=——————=-0,9971 1 t
P 2.4/360 /68 pon
B =175,6° 1 pont
Osszesen: | 6 pont
4. a) masodik megoldas
Eﬁl(—l& 6), l?é(& -2). 1 pont
‘E;I‘ =4/360 és ‘B_C:‘ =/68. 1 pont
A BA- BC skaléris szorzatot irjuk fel kétféleképpen:
2 pont
(—18)-8+6-(=2) =~/360 - /68 - cosp .
-156
cosf=—~—~-0,9971 1 t
P= oo s pon
B=175,6° 1 pont
Osszesen: | 6 pont
4.b)

Az ABC haromszog két (tetszélegesen valasztott)
oldalfelez6 merdlegesének metszéspontjat kell meg-
keresniink (ez a haromszog koriilirt korének kdzép-
pontja).

1 pont

Ez a pont jar egy erre a
gondolatra utald jo abra-
ért is.

Fis(-7;7)ésn, =AB(18-6). 1 pont
Az AB szakasz felezOmerdlegesének egyenlete:
N 1 pont
3x —y=-28.
’ o Fuc(-3;6)és
Fpc(6;3)¢sn, =BC(8;-2). 1 pont n, =AC(26;-3).

A BC szakasz felezOmerdlegesének egyenlete:
4x —y=21.

1 pont

Az AC szakasz felezome-
rolegesének egyenlete:

13x — 4y =-63.
A két egyenes egyenletébdl alkotott egyenletrendszer 2 pont
megoldédsa: x =49 és y=175. pon
Tehat K(49; 175). 1 pont
Osszesen: | 8 pont
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Javitasi-értékelési itmutatod

I1.
5. a)
Qf+2)x) =22x+1)+x*>—2=x" +4x 1 pont
x(x+4)=0 1 pont
A 2f+ g fiiggvény zérushelyei a 0 és a 4. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
5. b)
(A kérdéses teriiletet integralassal szamitjuk ki.) Ez a pont akkor is jar, ha
Az f(x) = g(x) egyenlet megoldasai adjdk az integra- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
las hatarait. oldasbol deriil ki.
A 2x+1=x? -2 egyenlet megoldasai —1, illetve 3. 1 pont
Ez a pont jar egy megfe-
leld dbraért is. .
yih ,,,,,
Mivel a [-1; 3] zart intervallumon flx) 2 g(x) | | ‘
(a metszéspontok els6 koordinatéi altal meghataro- loont|
zott intervallumon a g grafikonja egy ,.felfelé¢ nyilo” P
parabolaiv, amely ,,felett” van az f grafikonja),
3
ezért a kérdéses teriilet [ (f(x)—g(x))dx. 1 pont
-1
3 3 3
[0 -g)dx = [(@x+D- (" -2))dx = [ (£ (@) - g())dx =
-1 -1 -1
; 1 pont ; 3
j(—x2+2x+3)dx= = [ f(x)dx - [ g(x)dx
-1 -1 -1
3 3
I(Zx +1)dx = [xz + x]_l =
-1
N 3 1 N =12
B I T pont* | 5 s T
3 L j(x —dx=|—=2x| =
4 3
-1
3
5) 32
=9 _(— Ej =3 (= 10,67) 1 pont
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzes: A *-gal jelolt pont akkor is jar, ha a vizsgdzo a hatarozott integral értékeét sza-

mologéppel helyesen hatdrozza meg.
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Javitasi-értékelési itmutatod

5. ¢)

(A h(x) fliggvény a megadott intervallumon differenci-
alhato.)

’ ’ 2 t
e G 2-2) 2x@x+)-(x*-2)-2 | “P°
f(x) 2x+1 (2x+1)
2x*+2x+4
== 1 pont
2x+1)
A 2x* +2x+4=0 egyen-
let diszkrimindnsa nega-
2(x+0,5) +3,5 tv 2(—28), tovabba a
= (2x+1)’ 1 pont | 2x* +2x+4 polinom f5-
egylitthatoja pozitiv, ezért
a polinom minden helyet-
tesitesi értéke pozitiv..
A tort szamlaloja €s nevezdje is pozitiv (a & értelme- 1 vont
z¢si tartomdnyan), igy a tort értéke is pozitiv. P
Tehat a fliggvény valoban szigorian monoton né-
,, 1 pont
vekvd.
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo fliggveny helyett csak sorozatra igazolja a monoton névekedést,

akkor ezért nem jar pont.

6. a)

A 4 hibés és 6 ép tojas a sarga tojastartoba

4\ (16
@ : ( ) ](: 8008)-féleképpen keriilhet. I pont*
. 20
Az Osszes eset szama: 10 (= 184 756). 1 pont*
Annak a valoszintisége, hogy mind a 4 hibas tojas a
sarga dobozba kertil:
(4] (16J
’ 1 pont*
4)\6 p
~—~——=(=0,0433).

B

(Mivel a 4 hibas tojas a fehér tojastartoba is kertilhet,

Ez a pont akkor is jar, ha

. 1z R . 1 -
ezért) a kérdéses valdszinliség ennek kétszerese, pont | ez a,go;fdola{ csqk ameg
oldasbol deriil ki.
azaz kozelitéleg 0,087. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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Megjegyzések:
1. A *-gal jelolt 3 pontot akkor is megkaphatja a vizsgazo, ha annak a valdsziniiségét, hogy
(példaul) a sarga tojastartoba keriilé mind a 10 tojas ép (és igy mind a 4 hibas tojas a fehér

tartoba keriil), a El—Sl szorzattal szamitja ki.
20 19 11

2. Ha a vizsgazo rossz modellt hasznal (binomialis eloszlassal szamol), akkor erre a részre
nem kaphat pontot.

6. b) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha
Annak a valoszinlisége, hogy egy tojas ép: 0,98. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbdl deriil ki.

Annak a valészintisége, hogy Csenge nem talal torott

tojast a dobozban: 0,98 (= 0,817). I pont
Annak a valoszinlisége, hogy Csenge egy darab torott

10
tojast talal a dobozban: [ | ]-0,989 .0,02 (= 0,167). I pont
fgy a kérdéses valdsziniiség: { pont
p=1-0,98"-10.0,98° 0,02 = pon

~0,016. 1 pont
Osszesen: | 5 pont

6. b) masodik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha
Annak a valoszinlisége, hogy egy tojas ép: 0,98. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbdl deriil ki.

Annak a valészintisége, hogy Csenge 2 darab torott
tojast talal a dobozban:

10 1 pont
PQ2)= ( 5 j -0,98%-0,02% (= 0,0153).
Annak a valoszintisége, hogy Csenge 3 darab torott
tojast talal a dobozban:

10 1 pont
P(3)= ( 3 j-0,987 -0,02° (= 0,0008).
A P(4), P(5), ..., P(10) valoszintiségek, és ezek 0sz- I pont

szege is mar elhanyagolhatdan kicsi,

igy a kérdéses valoszinliség megkozelitdleg 1 vont
P(2) + P(3)= 0,016. P

Osszesen: | 5 pont
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6. C) els6 megoldas
Jeldlje 4, illetve B azt az eseményt, hogy a kivalasz-

tott tojas az A4, illetve a B beszallitotol szarmazik, Ez a pont akkor is jar, ha
E pedig azt az eseményt, hogy a kivélasztott tojas 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
elso osztalyu. Ezekkel a jelolésekkel meghatarozando oldasbol deriil ki.

a P(A|E) val6sziniiség.
A feltételes valoszinliség definicioja szerint

P(E)
Annak valoszinlisége, hogy az 4 beszallitotol valasz-
tottunk tojast, és az elsd osztalyu: 1 pont

P(AE) (=P(E| A)-P(A4))= 0,6-0,6 (= 0,36).

Annak valosziniisége, hogy a B beszallitotol valasz-
tottunk tojast, és az elsd osztalyu: 1 pont
P(BE) (=P(E|B)-P(B))=0,3-0,4(=0,12).

Annak valoszinlisége, hogy a kivalasztott tojas elsé
osztalyu, az eldz6 két valosziniiség dsszege: 1 pont
P(E)=0,6-0,6+0,4-0,3(=0,48).

Tehat P(A| E) =238
0,48

2

=0,75. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

6. ¢) masodik megoldas

Az A beszallitotol szarmazo elsd osztalyu tojasok
. N o 1 pont
szama az Osszesnek 36%-a.
a B beszallitotol szarmazd elsd osztalyu tojasok sza-
N o 1 pont
ma az Osszesnek 12%-a.
Az 8sszes beszallitott tojdsnak a 48%-a elsd osztalyt. 1 pont
Az els6 osztalyl tojasok (% -100% =j 75%-a
0,48 2 pont
szarmazik az 4 beszallitotol.
A kérdezett valdszinliség tehat 0,75. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: A megoldas teljes ertékii akkor is, ha a vizsgazo egy konkrét eset végigszamoldsa
utjan jut helyes eredmeényre, és utal arra, hogy a kapott valosziniiség csupan az eloszldstol és
nem az onkényesen valasztott darabszamtol fiigg.

Példaul:1000 beszallitott tojas koziil (1 pont) 600 darab szarmazik az A beszallitotdl, és ezek
kozott 360 darab elso osztalyu van (1 pont), 400 darab szarmazik a B beszallitotol, és ezek
kozott 120 darab elso osztalyu van (1 pont). Az dsszes tojas kozott tehat 480 elso osztalyu

(1 pont), ezeknek a 75%-a (azaz 360 darab) szarmazik az A beszallitotol. A kérdezett valoszi-
niseg tehat (360:480 =) 0,75 (1 pont). A kiszamitott aranyok nem fiiggnek a konkrét darab-
szamtol, ezért az eredmény barmely esetben ugyanennyi (1 pont).
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7. a)
A havi torlesztés osszege (Ft-ban):
1,0272-0,02 2 pont
t =1,6-10° - 2= "2 (= 42 123). P
72 1’0272 _1 ( )
A 72 honap alatt 6sszesen 72 -¢,, (= 3 032 856) forin-
. ) 1 pont
tot fizetiink vissza,
Ez a pont nem jar, ha a
ami ezer forintra kerekitve 3 033 000 Ft. 1 pont | vizsgdzo nem kerekit,
vagy rosszul kerekit.
Osszesen: | 4 pont
7.b)
(Azt a legkisebb n pozitiv egész szamot keressiik,
amelyre) 2-10°- 202002 56 000, 2 pont
1,02" -1
(Mivel 1,02" —1> 0, ezért)
1 pont
0,02-1,02" <0,03-(1,02" —1).
3<1,02" 1 pont
Az 1,02 alapt logaritmusfiiggvény szigorian mono- 4 10-.68 alfzp “ lqgarzf )
.. ; 1 pont | musfiiggvény szigoruan
ton novekedo, . .
monoton névekedo,
4 < n
ezért n>log, 3. I pont ezért 1g3 <1g1,02",
’ vagyis 1g3<n-1g1,02.
(A logaritmus azonossagat hasznalva:) 121,02 > 0 miatt
. 1g3 ~ 55,48 1 pont n21g_3:55’4&
121,02 121,02
Tehat a torlesztorészletek szama legaldbb 56 (azaz | pont
legalabb 56 honapos futamidét kell valasztanunk). P
Osszesen: | 8 pont

Megjegyzés: A 8 pont akkor is jar, ha a vizsgazo egyenletet ir fel egyenlotlenség helyett, azt
jol megoldja, és helyes kovetkeztetésre jut a torlesztorészletek minimalis szamat illetoen.
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7. ¢)
A megadott szamokkal ,
g " —H-(g-1--1_ _
¢ = H-(g-1)—9— = 4000022 I'pont | #, =H-(q-1) o
q" -1 1,02" -1 |
Egyszertisités utan: 7, =40000- ! =H-(q-1): 1
1 1 1 pont l——
R 7
1,02
1 LY Mivel g > 1, igy
Mivel lim =lim| — | =0, lpont| ... 1 _
n—e1,02" n—>°°( 1,02) p lglgo_n =0.
e
: 1 .
ezért lim¢, =40000-—— =40000. 1 pont | limz, =H(g~1)=40000
n—0 —
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: A vizsgazo 3 pontot kapjon az alabbi megoldasaéert.

Megallapitja (tanult ismeretként), hogy a {q"} sorozat hatarértéke plusz végtelen (1 pont).

Kijelenti, hogy ,,az
a—1

az allitasat nem tamasztja ala tovabbi érveléssel) (1 pont).
Fentiek alapjdn megallapitja, hogy a {t,} sorozat hatarértéke H(q — 1), ami 40 000 (1 pont).

tort értéke az 1-hez tart, ha a szamlaloja a végtelenhez tart” (de ezt

8. a)

Legyen a négyszog legkisebb szdge a fok, a sorozat
differencidja pedig d fok (d > 0). Ekkor a négyszog

szogei (valamilyen sorrendben) o, o0 + d, o0 + 2d €s I'pont

o + 3d fok nagysaguak.

A négyszog bels6 szogeinek 0sszege 360°, ezért 1

40+ 6d = 360, pont

vagyis 2o + 3d = 180. 1 pont

200+ 3d = (o + d) + (a0 + 2d), ami azt jelenti, hogy a I pont

négyszog két-két szogének osszege 180°.

Ha a két sz0g szomszédos, akkor a négyszog trapéz, 1 pont

ha pedig szemkozti, akkor hirnégyszog. 1

Tehat az allitast igazoltuk. pont
Osszesen: | 6 pont

8. b)

A megforditas: Ha egy négyszog trapéz vagy hir-

négyszog, akkor a szogei (valamilyen sorrendben) 1 pont

egy szdmtani sorozat szomszédos tagjai.

A megforditas hamis. 1 pont

Példaul: egy trapez,

Egy megfelel6 ellenpélda. 1 pont | amelynek szogei 50°, 70°,
110° és 130° nagysaguak.
Osszesen: | 3 pont
irasbeli vizsga 1512 14/17 2015. majus 5.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési ttmutatd

8. ¢) els6 megoldas

A négy kivalasztott palcikabol pontosan akkor ké-
szithetd érintdnégyszog, ha a két-két szemkdzti pal-
cika hosszdnak Osszege egyenld.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

El6szor valasszuk ki a legrovidebb palcikat, amely-
nek a hossza a cm, a (konvex négyszdgben) vele
szemben elhelyezni kivant palcika hossza pedig
legyen ¢ cm.

1 pont

A készlet négy palcikdjabol pontosan akkor épithetd
24 cm keriiletll érintdnégyszdg, ha a + ¢ = 12 (cm).

1 pont

A 12-t hatféleképpen lehet két pozitiv egész szam
Osszegére felbontani:
1+11=2+10=3+9=4+8=5+7=6+6.

1 pont

Ha a =1, akkor ¢ = 11, a masik két palcika hossza-
nak megvalasztasara pedig 6 kiilonboz6 lehetdség
van (1 €és 11, vagy 2 és 10, vagy 3 €s 9, vagy 4 ¢€s 8,
vagy 5 és 7, vagy 6 és 6 cm).

1 pont

Hasonl6an tovabbhaladva kapjuk, hogy ha a = 2, ak-
kor 5, ha a = 3, akkor 4, ha a = 4, akkor 3, haa =5,
akkor 2, és végiil, ha a = 6, akkor 1 lehet6ség van.

1 pont

Az 6sszes kiilonb6z6 lehetdségek szama tehat
(6+5+4+3+2+1=)21.

1 pont

Osszesen:

7 pont

8. ¢) misodik megoldas

A négy kivalasztott palcikabdl pontosan akkor ké-
szithetd érintdnégyszog, ha a két-két szemkozti pal-
cika hosszanak 0sszege egyenld.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-

oldasbol deriil ki.

A készlet négy palcikdjabol tehat pontosan akkor
épithetd 24 cm kertiletl érintdnégyszog, ha a négy-
szogben egymassal szemben elhelyezkedd két-két ol-
dal (centiméterben mért) hossza az (1; 11), (2; 10),
(3;9), (4; 8), (5; 7), (6; 6) szdmpérok valamelyike.

2 pont

Annyiféleképpen valaszthato ki négy megteleld pal-
cika a készletbdl, ahanyféleképpen a hat szamparbol
kettd — sorrendre valo tekintet nélkiil — kivalaszthato
ugy, hogy egy szampart kétszer is valaszthatunk.

1 pont

Ez a szam 6 kiilonb6z6 objektum mésodosztalyu is-
métléses kombindcidinak szdmaval egyezik meg.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

Az 6sszes kiilonbozo lehetdségek szdma tehat

D

1 pont

=21.

1 pont

Osszesen:

7 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo szisztematikusan felsorolja a 21 kiilonbozo lehetoséget, akkor

ezért teljes pontszamot kapjon.
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9. a) els6 megoldas

Ha a kocka éle a, a gdbmb sugara pedig r, akkor

6a’ =4r’m. I pont
Ebbélrzw/ia. 1 pont a:‘{z—nr
2n 3
3
i 4n [ |3 8
A gomb térfogata — | .| —qa | = 1 pont | Vipera = «|——r.
g g 3 [ o ] p kock 27 r
(Mivel a gémb térfogata
: A3 igy) azt kell beldt-
= \/: -a’ (ahol @’ a kocka térfogata). 1pont | 3
" ni, ho hud > @
8 T
. e
Mivel \/E > 1, I pont Ezzel ekvivalens 2 >§,
" ami igaz.
ezért a gdomb térfogata valoban nagyobb a kocka tér-
. 1 pont
fogatanal.
Osszesen: | 6 pont
9. a) masodik megoldas
Ha a két test felszine egyarant 4, akkor
, A 2 pont
kocka ?’
A3
2 = 2 pont
£ 367 P
Mivel 36w <6, 1 pont
ezért a gomb térfogata valdban nagyobb a kocka tér-
7 1 pont
fogatanal.
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo egy konkrét felszinii gomb és a vele megegyeza felszinii kocka térfogatat ha-

sonlitja ossze, akkor ezért legfeljebb 2 pontot kaphat.

2. A vizsgazo teljes pontszamot kap, ha ismerteti a vonatkozo izoperimetrikus problémat vagy
annak egy sziikitett valtozatat (példaul: adott felszinii konvex testek kozott a gomb térfogata a
legnagyobb), majd ennek specialis eseteként bizonyitottnak tekinti az allitast.
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9.b)
Az dsszeolvasztassal kapott kocka térfogata p’ +¢°,
1 pont
ezért élének hossza 3/ p* +¢° , P
2
felszine tehat 6-(%/ P +q ) , ami valoban
1 pont
6-3(p’ +¢°)* -nel egyenld.
Osszesen: | 2 pont
9. ¢)
A bizonyitandé allitas: 6-3/(p° +4¢°)* <6-(p* +¢°) 1 pont
Mindkét oldalt 6-tal osztva és kdbre emelve
(az x° fiiggvény szigort monotonitasa miatt): 1 pont
(P +¢°) <’ +4*).
Elvégezve a hatvanyozasokat: 5 nont
Po+2p3% 48 < pP+3pgP +3p2%g% + 45, pon
Rendezve és a pozitiv p°q’ szorzattal osztva:
5 5 1 pont*
0<3p°+3¢g~-2pgq .
0<2p*+2¢°+(p—q)*, 1 pont* | 0<3(p—q)° +4pq,
ez pedig mindig igaz (hi-
ez pedig mindig igaz (hiszen a jobb oldalon két pozi- | pont* | 37€" @ jobb oldalon egy
tiv és egy nemnegativ szam Osszege all). p nemnegativ és egy pozitiv
szdm Osszege dll).
Mivel minden atalakitas ekvivalens volt, ezért a bi-
] ATV b 1 pont
zonyitando allitas is igaz.
Osszesen: | 8 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo egy konkrét (p, q) esetén ellenorzi az allitas teljesiilését, akkor ezért 1 pontot

kaphat.

2. A *-gal jel6lt 3 pontot a kovetkezé gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo:

(Rendezve és a pozitiv p’q’ szorzattal osztva:)

2<3(£+1J
q P

1 pont

ez pedig mindig igaz (hiszen egy pozitiv szamnak ¢&s
reciprokdnak az 0sszege legalabb 2).

2 pont
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