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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eléirasok:

1

. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt szin(it6l eltéré szinii tollal, olvas-

hatéan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhato

maximalis pontszam van, a javito altal adott pontszam a mellette levd téglalapba
keriiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjiikk, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mel-

lett kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

. Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-

szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetové teszi, ak-
kor a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhatd. Ne maradjon
olyan részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanvalo, hogy helyes,
hibas vagy folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

o helyes 1épés: kipipalds

e clvi hiba: kétszeres alahiizas

e szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhizads

o rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy athiizott kipipalds
e hianyos indoklas, hianyos felsorolas vagy mas hiany: hidnyjel

o nem érthetd rész: kérddjel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kivill ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol elté-
ré6 megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az utmutatd egyes részletei-
vel egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

. A pontozasi Utmutatd pontjai tovabb bonthatok, hacsak az itmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldéasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanul6 a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolat-
menet alapjan tovabb dolgozik, és a megoldand6 probléma lényegében nem valtozik
meg, akkor a kdvetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

. Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az utmutatoban kettds vonal

jelzi) a formalisan helyes matematikai lépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanuld
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kovetkez6 gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a ré-
szekre kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem
valtozott meg.

. Ha a megoldasi utmutatoban zarojelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hianya esetén is teljes értékii a megoldas.
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9. ¢) masodik megoldis

Helyezziik el a derékszogii haromszoget és a két kort
az abra szerint derékszogl koordinata-rendszerben.
(Az egység legyen 1 cm hosszu.)

’ I
A0:6

—

/ 1 pont
N
0 (8;0)
3 =2 =1 Clo 1 4 x
1 l
2 |
e :
A két kor sugara:
_ab _48_, ! pont
¢ b+e 16
ab 48 8 1 vont
= === oni
" “a+c 18 3 P
A korok egyenlete:
x2+y*—6x=0,illetve
16 1 pont
¥ +yP-—y=0,
3
A két kor egyenletébdl alkotott egyenletrendszer
Két tizedesjegyre kerekit-
, . 384 432 2 pont
megoldasa megadja az M pontot: M| ——;—— |. ve: M(2,65; 2,98).
145145
A CM tavolsag:
[ [3s4r 4322 48 arosas
A CM tavolsag: 5 = ~3,99 (cm).| 1pont | (4/2,65>+2,98> =
145 V145
~ 3,99 (cm).
Osszesen: | 7 pont
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6.

10.

12.

13.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas kozil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

. A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre el6irt maximalis

pontszamot meghaladé pont) nem adhaté.

. Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.
. Az olyan részszamitasokeért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de

amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazo ténylegesen nem hasznal fel.

Az abrak bizonyito erejli felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem el-
fogadhato.

. Valosziniliségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a sza-

zalékban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir eld kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban
megadottol eltérd, ésszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is
elfogadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kkitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelheté. A vizsgazo az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetéleg — megje-
I16lte annak a feladatnak a sorszdmat, amelynek értékelése nem fog beszamitani
az Osszpontszamaba. Ennek megfelelden a megjeldlt feladatra esetlegesen adott meg-
oldast nem is kell javitani. Ha a vizsgazo nem jeldlte meg, hogy melyik feladat értéke-
1ését nem kéri, és a valasztas ténye a dolgozatbol sem deriil ki egyértelmiien, akkor
a nem ¢értékelendd feladat automatikusan a kit(izott sorrend szerinti utolso6 feladat lesz.
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Figyelem! Az utmutaté elején olvashato Fontos tudnivalok cimii rész 2015 majusaban 1¢é-
nyegesen megvaltozott. Kérjiik, hogy a javitas megkezdése el6tt figyelmesen tanulmanyozza!

L.
1. a)
Oranként 4, egy nap alatt tehat (24 - 4 =) 96 alka- 1 pont Ezek a pontok akkor is
lommal torténik meg a 2%-os noévekedés. P Jjarnak, ha ezek a gondo-
Az olajfolt teriilete 15 perc alatt 1,02-szorosara nd, 1 pont lato.l.c csakg megolddsbl
deriilnek ki.
tehat egy nap miilva 400-1,02% = 1 pont
~ 2677 m” lett. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
1. b)
A naponta eltavolitott olajfoltteriiletek (m*-ben mér- .
, . ) .. Ez a 2 pont akkor is jar,
ve) egy olyan szamtani sorozat szomszédos tagjai,
P p - . 2 pont | ha ez a gondolat csak a
amelynek elsé tagja 130, az els6 31 tagjanak osszege g .
. megoldasbol deriil ki.
pedig 12 400.
A napi ndvekedés legyen d (m?). Ekkor
(260+30d)-31:12400' 1 pont
Ebbbl d = 18 (m?). 1 pont
A napi novekedés tehat 18 m” volt. 1 pont
Ellendrzés. (A 31. napon 670 m>-rel csdkkentették az
olajfolt teriiletét, tehat a 31 nap alatt
(304670031 _ 400.31212400 m?rel csokkentaz | | POnt
olajfolt mérete, vagyis valoban megsziint.)
Osszesen: | 6 pont
2.a)
Az eredeti papirlap rovidebb oldala legyen x hosszii-
- o 1 pont
sagu, ekkor a hosszabb oldala J2x hosszlisagu.
A félbevagassal kapott papirlap egyik oldalanak
2 1 pont
hossza x, a masik oldalanak hossza pedig gx lesz. po
. A2 A2 L Ez a pont akkor is jar, ha
(Mivel > <1, ezért) Tx a rovidebb oldal hosz- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
szuséga. oldasbal deriil ki.
A félbevagassal kapott papir méretaranya
X :gx =+/2, ez valoban megegyezik az eredetivel. I'pont
Osszesen: | 4 pont
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A *-gal jeldlt 4 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

A KK}, atl6 a deltoid szogfelezéje (mert szimmetria-
atlo), amely az F pontban mer6legesen felezi a CM
szakaszt.

A pont az abra megrajzo-

Vpont |2 ca nelkiil is jar.
MK
Legyen p=—"——.
Példaul a K,CK, derékszogii haromszogbdl szog- 1 pont
fliggvénnyel: tgQ= % =§ , amibdl @ = 41,63°
A CFK, derékszogii haromszogben
CF:%:Ra-sin(p ~ 3.5in 41,63°. I'pont
Tehat a CM tavolsag: 1 pont

x = 6-s5in41,63° = 3,99 (cm).
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A *-gal jelzett 2 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

Az AKP derékszogli haromszogben a Pitagorasz-

Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

Megjegyzés: Ha a vizsgazo konkrét és megfelel6 oldalméretekkel szamol, de nem emliti, hogy
ez nem megy az dltalanossag rovdsara, akkor ezért legfeljebb 2 pontot kaphat.

2. b) elsé megoldas

(Ha a rovidebb oldal hossza x méter, akkor) a papir

teriilete: x-/2x =1 (). I'pont
. 1 1
A papir rovidebb oldala x=_|— ~ 0,841 (m), 1 pont | X=,=
pap V2 p i
azaz 841 (mm), 1 pont
hosszabb oldala v/2x = 1189 (mm) hosszisagu. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
2. b) masodik megoldas
Az A0-s papirlap teriilete 1 000 000 mm”. 1 pont
(Ha a rovidebb oldal hossza x milliméter, akkor) a
. - 2 1 pont
papir teriilete: x'\/5.x= 1 000 000 (mm”).
A papir rovidebb oldala x = 1000000 841 (mm), 1 pont
V2
hosszabb oldala \/Exz 1189 (mm) hosszisagu. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a b) kérdésre adott valaszaban kerekitési hibat vét, akkor ezért

asszesen 1 pontot veszitsen.

2. ¢) elsé megoldas

Egy Ad-es lap az 1 m*-es A0-s lap négyszeri félbe-

vagasaval kaphaté (AO—A1—A2—A3—A4), I pont
ezért az A4-es lap % m? teriiletii. 1 pont
Egy darab A4-es lap (80:16 =) 5 g tdmegii, 1 pont
tehat 1 csomag tomege: 500 - 5 + 20 = 2520 gramm, 1 pont
azaz 2,52 kg. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
2. ¢) misodik megoldis
Egy Ad-es lap az 1 m”-es A0-s lap négyszeri félbe-
végasaval kaphatd (A0—A1—A2—A3—A4), I pont
tehat 16 darab Ad-es lap egyiittes teriilete 1 m’. 1 pont
Az 500 darab Ad4-es lap teriilete 5sszesen 31,25 m”. 1 pont
Ezért 1 csomag tomege 31,2580 + 20 = 2520 gramm,| 1 pont
azaz 2,52 kg. 1 pont
Osszesen: | 5 pont

tételt felirva: R? +(c—a)* = (b—R)>. I'pont
Ebbdl rendezés, majd 2b-vel vald osztas utan
2
ac—a 4 L .
R= adodik, tehat igaz Petra képlete, de ek- 1 pont
kor (az a) feladat szerint) Andrea képlete is. (Ezt kel-
lett bizonyitanunk.)
9. €) elsé megoldais
(Az abra jel6léseit hasznaljuk.)
1 pont
A CK.MK, négyszégwegy (derékszogii) deltoid.
A deltoid két oldalanak hossza:
ab 48 8 1 pont
) === (em), P
atc 18 3
masik két oldalanak hossza:
4
- ab _48 _, (cm). 1 pont
b+c 16
A derékszogii deltoid teriilete: R, - R, =8 (cm?). 1 pont*
Ezt a teriiletet kiszamithatjuk az atlok segitségével is:
x-K,K, -3 1 pont*
— -8
A K,CK, derékszogii haromszogbdl Pitagorasz-
2
tétellel: K,K,| =3 +(§j = —“1345 ~401 (cm). | 1 pont®
A CM tavolsag:
x= 16 (: 8 JZ 3,99 (cm). I pont*
K K, \ +145
Osszesen: | 7 pont
irasbeli vizsga 1513 20/22 2015. oktober 13.

irasbeli vizsga 1513 5/22

2015. oktober 13.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

3. a) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

x>0(ésy>0) 1 pont | a vizsgdazo behelyettesi-
téssel ellendriz.
A masodik egyenletbdl y = 2/x -et behelyettesitve az ! ;
pon
els6 egyenletbe: 2x=12— 2/x.
(\/; -re nézve masodfoku egyenletet kapunk.) I pont
2x+24/x-12=0
Az egyenlet gyokei: (\/;)1 =-3és (\/;)2 =2. 1 pont
Jx =-3 nem lehetséges. 1 pont
Ha +/x =2, akkor x = 4, és igy y = 4, 1 pont
Ellenérzés (példaul mindkét egyenletbe torténd behe-
i 1 pont
lyettesitéssel).
Osszesen: | 7 pont
3. a) misodik megoldis
Ez a pont akkor is jar, ha
x>0(ésy>0) 1 pont | a vizsgdzo behelyettesi-
téssel ellendriz.
A két egyenlet Osszeadasaval: 2x+24/x =12. 1 pont
Jr=6-x , amibdl (négyzetre emelés és rendezés 1 pont
utan) x> —13x+36 =0 adodik.
Az egyenlet gydkei: 4 és 9. 1 pont
A 9 nem megoldasa a v/x =6—x egyenletnek. 1 pont
Tehatx =4, ésigy y=4. 1 pont
Ellendrzés mindkét egyenletbe torténd behelyettesi- |
. pont
téssel.
Osszesen: | 7 pont
3. a) harmadik megoldis
Ez a pont akkor is jar, ha
x>0(ésy=>0) 1 pont | a vizsgazo behelyettesi-
téssel ellendriz.
A masodik egyenletbdl négyzetre emelés, majd
2
. 1 pont
4-gyel valo osztas utan kapjuk: x :yj . po
Az elsO egyenletbe helyettesitve és rendezve:
2 1 pont
y +2y-24=0.
Az egyenlet gyokei: 4 és —6. 1 pont
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9. b) negyedik megoldas

1 pont
Tiikrozziik az ABC derékszogii haromszoget a b be-
fogd egyenesére! Az R sugart kor a BAB” haromszog
beirt kore.
1 pont
B a el a B
A BAB’ haromszog teriilete egyrészt ab, masrészt 1 vont
(a T= Rs képletbdl) R(a + c). P
Tehat R(a + ¢) = ab, ami ekvivalens az eredeti allitas- 1 vont
sal. (Ezt kellett bizonyitanunk.) P
Osszesen: | 4 pont
9. b) stodik megoldas
A
P
b-R /-
/R
/ c
Ko 1 pont
R o o DT
el €
2 PN
c a ~B
Ha P-vel jeloljik az atfogon a félkor érintési pontjat, 1 pont
akkor a szogek egyenlésége miatt ABCA ~ AKPA. P
Az AP szakasz hossza ¢ — a, igy igaz a kdvetkezd
fogg. C@_ D 1 pont*
egyenldség: —— =—.
R a
ac—a*
Ebbodl R= , tehat igaz Petra képlete, de ekkor
1 pont*
(az a) feladat szerint) Andrea képlete is. (Ezt kellett
bizonyitanunk.)
Osszesen: | 4 pont
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9. b) masodik megoldas
A
b-R
1 pont
R
C a B
Ha P-vel jeloljik az atfogon a félkor érintési pontjat, 1 pont
akkor a szogek egyenlésége miatt ABCA ~ AKPA. p
Tehat (a megfeleld oldalak aranyanak egyenlésége
— R 3
miatt) b=R_c. 1 pont
R a
Ebbol R(a + ¢) = ab, ami ekvivalens az allitassal. 1 pont
(Ezt kellett bizonyitani.) P
Osszesen: | 4 pont
9. b) harmadik megoldas
1 pont
c a — 8
A félkor K kdzéppontjat a B csucshoz tartozo belsd 1 pont
szogfelezd félegyenes metszi ki a b befogdobol. P
.. b-R
A szogfelezd tétel szerint z <. 1 pont
a
Atalakitva: R(a + ¢) = ab, ami ekvivalens az eredeti 1 pont
allitassal. (Ezt kellett bizonyitanunk.) P
Osszesen: | 4 pont
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y =—6 esetén nincs megoldasa az egyenletrendszer-
nek.

1 pont

Ha y =-6, akkor
(2\/;:)/ miatt) \/7=—3,

ami nem lehetséges.

y =4 és igy x =4 adédik egyetlen megoldasként. 1 pont
Ellenérzés mindkét egyenletbe torténd behelyettesi-
. 1 pont
téssel.
Osszesen: | 7 pont

3. b) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

Ertelmezési tartomany: x #—2 és y # 3. 1 pont | a vizsgazo behelyettesi-
téssel ellendriz.

Az elsd egyenletbdl: 4x —3y = 19. 1 pont
A masodik egyenletbdl: x =3y —11. 1 pont
Behelyettesitve: 4(3y — 1) — 3y = 19. 1 pont ii);fzj:’elvoe?ggz’f%d‘
y=1 1 pont | x=10
x=10 1 pont |y=7
Ellendrzés (példaul mindkét egyenletbe torténd behe-

o 1 pont
lyettesitéssel).

Osszesen: | 7 pont

3. b) masodik megoldais

Ez a pont akkor is jar, ha

Ertelmezési tartomany: x #—2 és y # 3. 1 pont | a vizsgazo behelyettesi-
téssel ellendriz.
L L X+2
A masodik egyenletb6l =y-3. 1 pont
-3

Behelyettesitve az elsé egyenletbe: y —3— yT =3.| lpont|dy—-12—-(y-3)=12
3
Z(y—3)=3 1 pont | 3y—9=12
y=7 1 pont
x=10 1 pont
Ellendrzés (példaul mindkét egyenletbe torténd behe-

Py 1 pont
lyettesitéssel).

Osszesen: | 7 pont
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3. b) harmadik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

Ertelmezési tartoméany: x # 2 és y # 3. 1 pont | a vizsgdzo behelyettesi-
téssel ellendriz.
Vezessiink be 0j ismeretleneket:
a=Xt2 por=3
3 4
a-b=3 1 pont
melyekkel az egyenletrendszer: < 1 1|
a 4b
(és a feltételek miatt a # 0 és b # 0 is teljesiil).
A masodik egyenletbdl a = 4b. 1 pont
Ezt az els6 egyenletbe irva kapjuk: b = 1. 1 pont
Ebbdl y =7, 1 pont
majd (¢ =4 miatt) x = 10 adddik. 1 pont
Ellen6rzés (példaul mindkét egyenletbe torténd behe- |
o pont
lyettesitéssel).
Osszesen: | 7 pont
4.a)
Az y=4—x* egyenletii parabola a (-2; 0), illetve a
(2; 0) pontban metszi az abszcisszatengelyt (és az 1 pont
emblémat hatarol6 parabolaiv az x tengely folott
van).
2 2
A parabolaszelet teriilete: I(4 —x)dx = 1 pont | 2+ I(4 —x?)dx=
e 0
372 372
:{4x—x} = 1 pont* =2~[4x—x} =
31, 3],
8 8 32 8 32
=8-2_|-g+2||=22. =2./8-2-0||=22
[3( 3)]3 lpom([3D3
A kor egyenletét atalakitva: x* +(y—13)> =137, 1 pont
ebbdl a kor sugara 1,3, teriilete pedig 1,69m (= 5,31). 1 pont
A kor és a parabolaszelet teriiletének aranya: o
30 1 pont Kerekitett értékekkel:
1,697 : 3 (= 0,4977). p 5,31: 10,67 (= 0,4977)
A kor teriilete (a kért kerekitéssel) a parabolaszelet EZ 4 ]301?t hem.jar, }fa a
L 1 pont | vizsgazo nem kerekit,
teriiletének 50%-a. ,
vagy rosszul kerekit.
Osszesen | 8 pont

*Megjegyzés: Ez a pont akkor is jdr, ha a vizsgdzo a hatarozott integral értékét szamologép-

pel szamitja ki.
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9. a)
ab  ac—d’ Ez a pont akkor is jar, ha
Azt allitjuk, hogy ——= igaz (a, b, ¢ >0). 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
atce olddsbdl deriil ki.
Mindkét oldalt a-val osztva, majd b(c + a)-val szo- |
rozva: b* = (c—a)(c+a). pont
Atalakitva: a® +b° =¢?, ami a Pitagorasz-tétel miatt 1 pont
minden derékszogl haromszdgre igaz.
Az alkalmazott atalakitasok ekvivalensek voltak, 1 pont
, . ab _ac—d* ., . .
ezért az eredeti = allitas is igaz
a+c 1 pont
(tehat R, =R,).
Osszesen: | 5 pont
9. b) elsé megoldas
A
R
b K 3 < 1 pont
R e Teeel
C a b
A derékszogii haromszog teriiletét kétféleképpen is
felirhatjuk: ! .
b . R cR pon
T:%, illetve T = Tyepn + Tiamn :%+%.
Tehat ab = aR + cR, 1 pont
. ab
vagyis R = P 1 pont
(Ezt kellett bizonyitani.)
Osszesen: | 4 pont
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8. a) masodik megoldas

Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

4. b) elsé megoldais

8
P(3 talalat) :@ -0,25%.0,75° = 0,2076 2 pont
P(4 talalat) = 0,0865, P(5 taldlat) = 0,0231, Ha a visgdzo egy hibdt
P(6 taldlat) = 0,0038, P(7 talalat) = 0,0004, 2 pont | Vb 47O L pontot vesz
P(8 talalat) = 0,0000 sen, tobb hiba esetén erre
’ a részre nem kap pontot.
A legalabb 3 talalat valosziniisége a fenti szamok Ez a pont nem jar, ha a
Osszege (0,3214, ami harom tizedesjegyre kerekitve): 1 pont | vizsgazo nem kerekit,
0,321. vagy rosszul kerekit.
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo az a) feladat megolddsa sordn az egyes valosziniiségek harom
tizedesjegyre kerekitett értékével jol szamol, akkor 0,322 is elfogadhato.

18
A lejatszott mérkozések szama ( ) j =153, 1 pont
tehat a Zold Iskola teniszezdinek dsszesen —-153 =
3 2 pont
= 51 megnyert mérkézése volt.
Ennek a § tanuldnak az egymas kozotti mérkdzései Ez a pont akkor is jar, ha
mindig a 8 tanuld valamelyikének gy6zelmével vég- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
zOdtek, oldasbol deriil ki.
8
ez [2j (= 28) gybzelmet jelent. 1 pont
A Z061d Iskola tanul6i az 51 gy6éztes mérkézésiik
kozil tehat (51 — 28 =) 23-at nyertek a Piros Iskola 1 pont
tanuléi ellen.
Osszesen | 6 pont
4. b) masodik megoldis
18
A lejatszott mérkSzések szdma ( 5 j =153. 1 pont

A Z6ld Iskola 8 tanuldjanak egymas kozotti mérko-

Ez a pont akkor is jar, ha

8.b)
P(legalabb 1 talalat) = 1 — P(0 talalat) 1 pont
1-0,75" >0,95 1 pont
rendezve 0,75"<0,05. 1 pont
A 0,75 alapu logaritmus-
fliggvény szigorian mo-
n-1g0,75 <1g 0,05 Lpont 1% ot0n esokkend, ezért
n>log, s 0,05.
. 120,05
Mivel 1g 0,75 <0, 1 n>="-=1041.
( g gy) 10,75 1 pont
Daninak legalabb 11 1ovésre van sziiksége. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgdzo egyenldtlenség helyett egyenlettel dolgozik, s azt jol megoldva he-

lyes kovetkeztetésre jut, akkor maximalis pontszamot kap.

8.¢0)

(Ha a masodik félév végén Dani egy 16vésbdl p valod-
szinliséggel ért el talalatot, akkor harom 16vésbdl a

Komplementer esemény-
nyel szamolva a keresett

zésel mindig a 8 tanuld valamelyikének gyézelmével | 1 pont™ | ez a gondolat csak a meg-
végzddtek, oldasbal deriil ki.
ez [ij (= 28) gybzelmet jelent. 1 pont*
Ha a Zold Iskola tanul6i x mérkozést nyertek a Piros
Iskola tanuloi ellen, akkor megnyert mérkézéseik sza- | "
ma Osszesen x + 28, a Piros Iskola tanuloi altal nyert pont
mérkozések szama pedig (153 — (x +28) =) 125 —x.
A szdveg szerint 125 —x = 2(x + 28), amibdl x = 23. 1 pont
A Z61d Iskola tanuloi 23 mérkozést nyertek 1
a Piros Iskola tanuldi ellen. pont
Osszesen | 6 pont

A *-gal jeldlt 3 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo:

A Piros Iskola 10 tanuldjanak egymas kozotti mérko-

Ez a pont akkor is jar, ha

pontosan egy vagy pontosan két talalat valosziniisége) 1 pont ‘;alo;s);énﬁslé’él, : ) PO

. oy — 2201 o - taldlat) — ta-
P(1 talalat) + P(2 talalat) = 3p“(1-p)+3p(1-p) llat) = 1—p* — (1 - p)’
_ _ L-p'—1+3p-3p°+
=3p(l —p)=0,72. 1 pont +p =072
0=13p*-3p+0,72 1 pont
Ebbdl p = 0,4 vagy p = 0,6. 1 pont
A masodik félév végén tehat egy 16vésbol Dani 0,4

s 8 12
vagy 0,6 valoszintiséggel (azaz — vagy — esély- 1 pont
20 20
lyel) ért el taldlatot.
Osszesen: | 5 pont

zései mindig a 10 tanuld valamelyikének gy6zelmé- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
vel végzddtek, oldasbal deriil ki.
10
ez [ ) j (= 45) gybzelmet jelent. 1 pont
A két iskola tanuldi egymas ellen (8- 10 =) 80 mérké-
z¢ést jatszottak. Ha ebbdl a Zold Iskola tanuloi x mér-
kozést nyertek, akkor megnyert mérkézéseik szama 1 pont

Osszesen x + 28, a Piros Iskola tanuloi altal nyert
mérkdzések szama pedig 45 + (80 —x) = 125 —x.
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II.

5. a) els6 megoldas

A B futészalagra keriilt darabok tomege 49 g, 48 g,

53gésSdg. I pont
A 4-4 tomeg atlaga:
51+52+47+46 _ 196 —49(g), illetve
4 4 1 pont
49+48+53+54 204 51 (g)
4 4 £ Ezek a pontok akkor is
A 4-4 tomeg szorasa: Jjarnak, ha a vizsgazo az
2 2 2 2 dtlagot és a szordst (vagy
\/(49—51) +(49-52)" +(49-47)" +(49-46)" _ annak kézelitd ériékét)

4 szamologéppel helyesen
= \/6 (g), illetve 2 pont hatdrozza meg.
\/(51—49)2 +(51-48)* +(51-53)% +(51-54)* _

4
=65 (@

A két atlag tehat valoban kiilonbo6zo, a két szoras pe- I{a a szordsok pontos ér-
. . 1 pont | téke nem szerepel, akkor
dig egyenld. .,
ez a pont nem jdr.
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a szorasnégyzetek egyenloségét latja be, de nem emliti, hogy ek-
kor a szordsok is megegyeznek, akkor ezért 1 pontot veszitsen.

5. a) masodik megoldas

A B futdszalagra keriilt darabok tomege 49 g, 48 g,
53géssS4g.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

(Az A futdszalagra keriilt darabok tomege csokkend
sorrendben 52 g, 51 g, 47 g és 46 g, a B futdszalagra
kertilt darabok tomege pedig 54 g, 53 g, 49 g, 48 g,
tehat) a B futdszalagra keriilt darabok tomege rendre
2 grammal nagyobb, mint a megfelel6, 4 futdszalagra
keriilt darabé.

1 pont

Ha egy adatsokasag minden adatdhoz c-t hozza-
adunk, akkor a sokasag atlaga c-vel valtozik, a szora-
sa pedig valtozatlan marad.

2 pont

Tehat a két futoszalagra keriilt darabok tomegének
atlaga kiilonboz6 (a kiilonbség ¢ =2 gramm), szorasa
pedig egyenld.

1 pont

Osszesen:

5 pont
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7.b)
S (x)=12x> +48x-540 (x€ R) 1 pont
Az f"(x)=0 egyenletnek két gyoke van: -9 és 5. 1 pont
Az f" grafikonja egy ,,felfelé nyilo parabola”, ezért
a két zérushely kozott az f"' negativ. I pont
Mivel az ("' fliggvény a ]-9; 5[ intervallumon nega- 1 pont
tiv, ezért az f fiiggvény itt konkav. )

Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Az [ grafikonjanak egy részletét mutatja az abra. \

-10 000

-20 000

-30 000

7.¢)

5 5 5

[ f@)ax = ["? +2x* —90x + 275x:| = 1 pont

0 0

=(625+1250-11250+1375)-0= 1 pont

=-8000 1 pont
Osszesen: | 3 pont

Megjegyzés: A végeredmény indoklas nélkiili kozléséért nem jar pont.

8. a) elsé megoldas

P(legalabb 3 talalat) =

=1 - [P(0 talalat) + P(1 talalat) + P(2 talalat)] I pont
P(0 taldlat) = 0,75% (= 0,1001)

8
P(1 taldlat) = | |-0,25-0,75" (= 0,2670)

1 3 pont

8
P(2 taldlat) = [2] -0,25%-0,75°(= 0,3115)

P(legalabb 3 talalat) ~ 0,321.

1 pont

Ez a pont nem jar, ha a
vizsgdzo nem kerekit,
vagy rosszul kerekit.

Osszesen:

5 pont
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6. d)
4
Egy négypontu teljes grafnak (2] =6 ¢le van. 1 pont
- 6 . .
Ezek koziil 4 élt = 15-féleképpen lehet kivalasz-
4 1 pont
tani. (Ez az dsszes esetek szdma.)
Ha a z61d élek kort alkotnak, akkor a 2 nem zold él a 1 pont Ha a graf csucsai 4, B, C
graf két-két kiilonbozd pontjat koti ssze. P és D, akkor a kor csuicsai
A két nem zold él kivalasztasa 3-féleképpen tortén- Z‘g;y C]'C g;ulj;z;al)sgjermt
het; ez a kedvezd esetek szama. (Ha a graf csticsai 4, 1 vont | 4CBD AJ lehe tnek’
B, C, D, akkor a megfelel kivalasztasok: 4B-CD, p A kedvezé esete k.szdma
AC-BD, AD-BC.) tehdi 3
3

A keresett valoszinliség: p = s =0,2. 1 pont

Osszesen: | 5 pont
7. a)
(Az f'egy nyilt intervallumon derivalhato fliggvény, Ez a pont akkor is jar, ha
ezért) az f fuggvénynek ott lehet sz¢élsdérték-helye, 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
ahol az elsé derivaltfiiggvényének zérushelye van. oldasbdl deriil ki.
f'(x) = 4x° +24x% —540x 1 pont
(Mivel 4x° +24x* —540x = x(4x” + 24x — 540), 1 vont
ezért) az f" egyik zérushelye a 0, pon
tovabbi két zérushelyét a 4x” +24x—540=0 egyen- 1 pont
let gyokei adjak: 9 és —15.
A (harmadfok) derivaltfiiggvény —15-ben és 9-ben Ez a 2 pont akkor is jar,
negativbol pozitivba megy at, ezért ezek lokalis mi- ha a vizsgdzo a masodik

g p 2y 2 pont 8
nimumhelyei, 0-ban pedig pozitivbol negativba megy p derivalt eldjelével indo-
at, ezért ez lokalis maximumbhelye a fliggvénynek. kol.
Mivel f{—15) =-36 850 < f{9) =-9202, 1 pont
Ez a 2 pont jar annak
tovabba a ]—eo; —15[ intervallumon szigoruan mono- barmilyen helyes indokla-
ton csokkend, a ]9; +eo[ intervallumon pedig szigoru- 2 pont saert, hogy a két lokalis
an monoton ndvekedd az f fiiggvény, ezért a —15 va- P minimumhely egyike egy-
l6ban abszoliit minimumhelye f~nek. ben abszoluit minimum-
hely is.
Osszesen: | 9 pont
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5.b)
A c
Ez a pont jar, ha a vizs-
243 1 pont gazo abra nélkiil vagy ke-
P vésbé részletezett abraval
helyesen szamol.
A
A 30°-0s sz0g helyes értelmezése (példaul a szog je- 1
oy o pont
161ése az abran).
Az ABC egyenl6szara haromszog 4B oldalahoz tar- 1 vont
tozd magassaga (Pitagorasz-tétellel): 7C = 3. P
Az S'sik a CC’ élt a H pontban metszi.
o H
A TCH derékszgii haromszdgbdl: tg30° = % , I pont
ahonnan CH = (TC-tg30’ =) 3- W3 V3. 1 pont

3

Az ABC lapot tartalmazo rész egy tetraéder, melynek
ABC lapjahoz tartoz6 magassaga CH.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbal deriil ki.

— TABC -CH
3

(Tapc =6, ezért) Vypey = =23 (= 3,46).

1 pont

A masik rész térfogatat megkapjuk, ha az els6 rész

Ez a pont akkor is jar, ha

X . . . 1 (12 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
térfogatat levonjuk az eredeti hasab térfogatabol. olddshol deriil ki

Viscame =TABC-CC'=12\B (=20,78) 1 pont

Ve = 1243 =243 =103 (= 17,32) 1 pont

Vs — 2\/§ _l

Visase 10\/5 - 5

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
a vizsgazo az aranyt ko-
zelitd értékekkel irja fel
helyesen.

Osszesen: | 11 pont
6. a)
Az 4llitas hamis. 1 pont
Ellenpélda: a nyolcponti egyszerti graf két négypon- E
o . L 2 pont
tu teljes graf egyesitése.
Osszesen: | 3 pont
irasbeli vizsga 1513 11/22 2015. oktober 13.



Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

6. b)

6. €) harmadik megoldas

A megforditas: Ha egy (nyolcpontt egyszerti) graf

Szinezziik az 4 csucsot példaul pirosra és a vele
szomszédos B és E cstcsot példaul kékre. Ekkor a
C ¢és D szinezése piros-zold vagy zold-piros lehet.
Tehat 2 ilyen szinezés van.

1 pont

Ha tehat olyan szinezést valasztunk, amelyben az 4-
val szomszédos B és E csucsok szine azonos, akkor
ennek a harom csticsnak a szinezését 3 -2 = 6-féle-
képpen valaszthatjuk meg. Ezért ilyen szinezésbol
3.2-.2 =12 darab van.

1 pont

Ha az A4 csucs példaul piros, a B és az E pedig kiilon-
boz6 szinliek, példaul a B csucs kék, és az E csucs
z061d, akkor a C és a D szine (ebben a sorrendben) le-
het piros-kék, z6ld-kék vagy z6ld-piros. Vagyis 3 le-
hetdség van a szinezésre.

1 pont

Az A, B, E csucsok szinezését 3 kiilonbozo szinnel
3! =6 kiilonb6zé modon valaszthatjuk meg, tehat
ilyen szinezésbdl 6- 3 = 18 darab van.

1 pont

A lehetséges szinezések szdma tehat 12 + 18 = 30.

1 pont

Osszefiiggd, akkor a graf minden pontjanak fokszama 1 pont
legalabb 3.
A megforditott 4llitds hamis. 1 pont
Példaul:
Barmilyen jo ellenpélda. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
6. €) elsé megoldis
Rogzitsiik 4 és B szinét, példaul pirosra és kékre. 1 pont
Ekkor C, D és E (ebben a sorrendben) a kovetkez6- 2 pont*
képpen szinezhetd: pkz, pzk, zpz, zpk, zkz. pon
Mivel 4 és B szine (3-2 =) 6-féleképpen valaszthato 1
pont
meg,
e%ért Osszesen (5-6 =) 30 kiilonb6z6 szinezés lehet- 1 pont
séges.
Osszesen | 5 pont

Megjegyzés: Hibanak szamit, ha a felsorolt esetek kizott rossz is szerepel, egy lehetséges ese-
tet tobbszor felsorol vagy egy lehetséges esetet nem ad meg a vizsgazo. Egy hiba esetén a
*-gal jelolt 2 pontbdl 1 pontot veszitsen, egynél tobb hiba esetén nem jar pont erre a részre.

6. ) masodik megoldis

Osszesen

5 pont

6. c) negyedik megoldas

Egy adott szint legfeljebb kétszer hasznalhatunk szi-
nezésre (mert nem tudunk az 6t csucsbol harom, pa-
ronként nem szomszédos csucsot kivalasztani).

1 pont

Az 6t csucs szinezésére tehat mindharom szint fel
kell hasznalnunk: igy biztosan (lesz 2 olyan szin,
amivel éppen 2 cstcsot ¢és) lesz 1 olyan szin, amivel
1 csticsot szineziink, tehat ennek a csticsnak egyedi
szine lesz.

1 pont

Az egyedi szin 3-féle lehet, és az 5 csucs barmelyike
lehet egyedi szinii, tehat 15 valasztasi lehetdség van
az egyedi szinnel szinezésre.

1 pont

Ha az egyedi szint rogzitettiik (példaul az 4 cstics pi-
ros), akkor a masik két szint csak felvaltva hasznal-
hatjuk, de kétféle sorrendben (B kék, C zold, D kék,
E z61d, vagy forditva: B zold, C kék, D zold, E kék).

1 pont

Osszesen (15 -2 =) 30 Iehetéség van.

1 pont

1 pont

Az A csucsot pirosnak valasztva a B csucsig 2,
a C-ig 4, a D-ig 8-féle szinezés lehetséges. 2 pont
Az E csucsnal csak akkor van két szinezési lehetdség,
ha a D csucs piros volt, igy az E-ig 10-féle szinezés 1 pont
van.
Az A csucs szine haromféleképpen valaszthatéo meg,
tehat az 6tszognek (3 - 10 =) 30 megfeleld szinezése 1 pont
van.

Osszesen | 5 pont
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Osszesen

5 pont

Megjegyzés: A vizsgazo teljes pontszamot kap, ha a 30 lehetséges szinezést hibatlanul megad-
Jja (példaul felsorolja). Hibanak szamit, ha a felsorolt szinezések kozott rossz is szerepel, egy
lehetséges szinezést tobbszor ad meg, vagy egy lehetséges szinezést kihagy a vizsgazo: minden

hibaért 1 pontot veszitsen.
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