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Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatod

Fontos tudnivalok

Formai elirasok:

1.

Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgaz6 altal hasznalt sziniitdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsdben a feladatra adhaté ma-

ximalis pontszam van, a javitdo altal adott pontszam a mellette levd téglalapba
keriiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett

kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.
Hianyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetvé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhatd. Ne maradjon olyan
részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utan nem nyilvanvalo, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

o helyes 1épés: kipipalas

elvi hiba: kétszeres alahizas

szamolasi hiba vagy mds, nem elvi hiba: egyszeres alahizas

rossz kiindulé adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy dathuzott kipipalas
hianyos indoklas, hianyos felsorolas vagy mas hiany: hidnyjel

nem érthetd rész: kérddjel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az Utmutatd egyes részleteivel
egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

. A pontozési utmutatd pontjai tovabb bonthatok, hacsak az itmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanulo a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldandé probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkezd részpontszamokat meg kell adni.

Elvi hibat kovetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai lépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanuld
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kovetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldandd probléma lényegében nem valtozott
meg.

. Ha a megoldasi utmutatoban zarojelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hidnya esetén is teljes értékili a megoldas.

1813 irasbeli vizsga 2/23

2018. majus 8.

Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatod

3. A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

—150n% +7920n+112 500 =
=-150(n*-52,81)+112500 =

=—150[(n—26,4)*> —26,4°]+112 500 =
=—150(n—26,4)> +217 044, tehat a fliggvénynek
n = 26,4 esetén van maximuma.

2 pont

9. b) masodik megoldis

n szamu parkolodr (n € N) alkalmazasa esetén jelolje
pn anapi parkolasi dijakbol, b» a napi birsagokbol
szarmazd bevételt, k» az 6rok alkalmazasanak napi
koltségét, f» pedig a teljes napi nettd bevételt

(fa = pn + bn — k).

Az fn sorozat novekedési viszonyait vizsgaljuk

(n <50 esetén).

1 pont

pn+1—pn =750, hiszen 0,5%-kal (75-tel) tobb lesz a
dijfizet6 autds egy ujabb parkolodr alkalmazasa ese-
tén.

1 pont

n szamt parkolodr alkalmazasa esetén a megbirsagolt

25-0,5
autésok szama 200n- 22" = 2,(25-0,5n) =

=50n—n?, ezért a birsagbol szarmazé bevétel
b, =150(50n—n?) = 75001 —150n> .

1 pont

bn1—bn=7500(n+1)—150(n+1)> = 75001 +150n> =
= 7350 —300n

1 pont

kn+1 — kn =330, hiszen eggyel tobb parkolddr alkal-
mazasanak koltségeit kell kifizetni.

1 pont

fgy fis1—fo="750 + 7350 — 3001 — 330 =
=7770 — 300n.

1 pont

fa+1—fa=7770—300n > 0 pontosan akkor teljesiil, ha
7770 .
<——=25,9 (vagyis n < 25),
300 (vagy )
n>25.9 (vagyis n > 26) esetén pedig a kiilonbség ne-
gativ.

1 pont

Ez azt jelenti, hogy f» sorozat el6szor szigoriian mo-
noton nd, aztan szigorian monoton csdkken.

1 pont

A legnagyobb tagja f26, mert f26 — f25 > 0,
de 27— f26 < 0.

1 pont

Tehat a maximalis napi bevételt 26 parkolodr alkal-
mazaséaval érhetik el.

1 pont

Osszesen:

10 pont
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9. b) elsé megoldas

A tanulmany szerint n £6 parkolodr alkalmazasa ese-
tén a bliccel6k aranya (25 — 0,5n) szazalék

(0 £ 1 <50), a parkolodrok alkalmazasanak koltsége
pedig naponta 330n garas lenne (n € N).

1 pont

A parkolasi dijat a 15 000 fonek a (75 + 0,5n) szaza-
Iéka fizeti meg, az ebbdl szarmazo bevétel tehat

1 pont
15 000~w~102112 500+750n garas.

A parkolo6rok 200n szamt ellendrzést hajtanak

végre, ennek (25 — 0,5n) szazalékaban szabnak ki 1 pont
biintetést.
A biintetésbdl szarmazo napi bevétel
25—
200n- 2% 150 275001 -150n garas. I pont

A napi nett6 bevétel
(112500 + 7501+ 75001 —150n> —=330n =) 1 pont

—150n* +7920n +112500 garas.

Az n+> —150n> +79201n+112 500 (n € R) masod-

o e 1 pont*
foku fiiggvény derivaltfiggvénye n+— —300n+ 7920,
tehat a fliggvény maximumhelye (a derivaltfiiggvény
7920 1 pont*

=26,4.

zérushelye) a
ve) 300

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

A napi nett6 bevétel tehat 26 vagy 27 parkolodr esetén
lesz maximalis.

A parabola szimmetriatu-
lajdonsagara valo hivat-
kozaseért vagy egy megfe-
leld abraért is jar a pont.

26 parkolodr esetén a bevétel 217 020 garas,

27 parkolodr esetén pedig 216 990 garas, I pont

igy 26 parkolodr esetében lesz a legnagyobb a napi

nettd bevétel. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:
1. Ha a vizsgazo a fiiggvény maximumhelyének megallapitasa utan (tovabbi indoklas nélkiil)
annak kerekitésével valaszol, akkor legfeljebb 9 pontot kaphat.

2. A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

Az n+—an’ +bn+c (n € R, a#0) masodfoka

fiiggvény széls6értéke _b -nal van, tehat az

2a
2 pont
n> —150n% + 79200 +112500 (n € R) fiiggvénynek | ~ "
maximuma van — 7920 = 132 =26,4-nél.
-2:150 5
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhato el: 6sszeadas,

n
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, n!, i kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhetd tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a  és az
e szam kozelité értékének megadasa, nullara rendezett masodfokt egyenlet gyokeinek
meghatarozéasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil hasznalhatok a szdmologépek az
atlag és a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili lépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito erejli felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valésziniiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
Iékban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir el6 kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kkitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazo az erre a célra szolgalo négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az dsszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgazo6 nem jeldlte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢és a valasztas ténye a dolgozatbdl sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitlizott sorrend szerinti utolsé feladat lesz.
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1.a)

(Elegendé megmutatni, hogy a haromszog legna-

Ez a 2 pont akkor is jar,
ha a vizsgazo a harom-
szog mindhdarom szogét

By et et g sler | 200l zimol
24 : (4 két kisebb szig 54,7°,
illetve 39,4°.)
Jelolje ezt a szoget a. A koszinusztétellel:
2,02 112
coso=L 2T L0714, 2 pont
2-7-9 14
- ° . , .. . o Mivel 0 <cos a (<1),

o~ 85,9°, tehat a haromszdg valoban hegyesszogii. 1 pont ezért o hegyesszg.

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgdzo tanult tételként hivatkozik arra, hogy a <b < c esetén a harom-

sz6g pontosan akkor hegyesszogii, ha a* +b* > c*, akkor ezért 3 pontot kapjon.

Tovabbi 2 pont jar azért, ha a tételt a konkrét esetre alkalmazva beldtja, hogy 7° +9* >11°

igaz, tehat a haromszog valoban hegyesszogii.

1. b)

Jelolje a haromszog oldalainak hosszat

a—d aésatd(0<d<a). lpont | b,b+d b+2d(b d>0)
A Pitagorasz-tétel alapjén (a —d)* +a* = (a+d)*. 1 pont | b2 +(b+d)* = (b+2d)*
A négyzetre emeléseket elvégezve és rendezve:
> Lpont | p* —2db—3d> =0
a” =4ad .
A b-ben masodfoku egyen-
(a # 0-val osztva) a = 4d. 1 pont | letet megoldva b =3d
(b =—d nem megoldas).
A haromszog oldalai tehat 3d, 4d és 5d, az oldalak 1
aranya ezért valoban 3:4:5. pont
Osszesen: | 5 pont
1.¢)
A haromszog teriilete: 3d-4d =121,5. 1 pont
Innen 12d° =243, azaz (d > 0 miatt) d = 4,5. 1 pont
A haromszog oldalainak hossza tehat 13,5 cm, 18 cm
. 1 pont
és 22,5 cm.
Osszesen: | 3 pont
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A parabolan rajta van a Q(100; 16) pont,

1
tehat 16 = c-100°, pont
ahonnan ¢ =0,0016 = L,
625

5 1 pont

ezért a parabola egyenlete y = =
625
A hirdetévaszon altal fedett PORS teriilet
2
(eztaz x> é masodfoku fuggvény [50; 100]
intervallumon vett hatarozott integralja adja meg): 1 pont
00 2 e 100
'[ 625 dx B |::| B
5 625 1875 |,
3 3
:M:4662. 1 pont | = 467
1875 3
Ha 8% veszteséggel kell szamolni, akkor
2 467:0,92 = 2
466§ :0,92 = 507 m? vészonra lesz sziikség. I'pont | 467:0,92~ 508 m
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo tanult tételként hivatkozik arra, hogy a parabolikus haromszog te-
riilete egyharmada a bennfoglalo téglalap teriiletének, akkor ezért 3 pontot kapjon. Tovabbi
3 pontot kapjon azért, ha az UPQ és az USR parabolikus haromszégek teriiletének kiilonbsége-

ként hatarozza meg a PORS teriiletet.

9. a)

A tanulmany szerint 10 parkoldodr esetén a bliccel6k
aranya (25 -10-0,5 =) 20%,

1 pont

a parkol66rok alkalmazasanak koltsége pedig na-
ponta (330-10 =) 3300 garas lenne.

1 pont

Mivel az autdsok (100 — 20 =) 80 szazaléka fizeti
meg a parkolasi dijat, ezért a parkolasi dijakbol szar-
maz6 napi bevétel: 15 000-0,8-10 = 120 000 garas.

2 pont

A parkolo6rok (10-200 =) 2000 autot ellendriznek,
ezek 20 szazaléka bliccel, ezért a bliccel6ktdl szar-
mazo napi bevétel: 2000-0,2-150 = 60 000 garas.

1 pont

A napi nett6 bevétel igy
120 000 + 60 000 — 3300 = 176 700 garas.

1 pont

Osszesen:

6 pont
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Ezért a 15 tizletkotés koziil

TR el

Mivel a parabola tengelypontja az origo, azért egyen-
lete y = cx” alaki.

2 pont
kiilonbozé modon lehet 4-et ellendérzésre tigy kiva-
lasztani, hogy kozottiik szerepeljen legalabb egy az
A vagy B uzletkotései koziil (kedvezd esetek szama).
1350 90
A keresett valoszinliség: ——=-— (= 0,989). 1 pont
1365 91
Osszesen: | 6 pont
8. b) harmadik megoldas
Tekintsiik a cégeket egy hatpontu (teljes) graf pontja-
inak, a koztiik tortént izletkotéseket pedig a graf élei- Ez a pont akkor is jar, ha
nek. Annak a valdsziniiségét kell kiszamitani, hogy a 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
graf élei koziil 4-et kivalasztva a kivalasztott élek ko- oldasbol deriil ki.
z0tt lesz A-bol vagy B-bdl indulo él.
6
A hatpontt teljes grafnak [2j =15 éle van, 1 pont
4
ezek kozott =6 olyan van, amelynek sem 4, sem
2 1 pont
B nem végpontja (azaz 9 olyan él van, amelynek az
A vagy a B végpontja).
Annak a valdszinlisége, hogy az els6, masodik, har-
madik, majd negyedik kivalasztott él egyik végpontja
1 pont
6 5 4 .. 3
sem A vagy B, rendre —, —, —, majd —.
15 14 13 12
A komplementer esemény valosziniisége ezek szor-
: £.5. 4 3_ 1 1 pont
15 14 13 12 91
s I 1 90
A kérdéses valoszinliség igy 1— T (= 0,989). 1 pont
Osszesen: | 6 pont
8.0
Vegyiink fel egy alkalmas derékszogii koordinata- Ez a pont akkor is jar, ha
rendszert, amelyben legyen U(0; 0) és P(100; 0). 1 vont | €4 gondolat csak a meg-
Ekkor O(100; 16) és S(50; 0) (a tengelyeken az egy- p oldasbol vagy egy megfe-
ségeket méterben mérjiik). leld abrabdl deriil ki.
Az U, Q pontokon atmend parabola egyenletét keres-
stik, melynek a szimmetriatengelye az y tengely. { ;
pon
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2.a)

A bal oldalon allo tort
szamlalojat és nevezdjét
is y-nal elosztva:

20x +30y =36x + 18y lpont | 5. %X 3
Yy 7
4.540 10
y
X X
12y:16x lpont 20-=+30=36-—+18
Yy Yy
Ebbsl £ =3 1
4 pont
Osszesen: | 3 pont

jebb 1 pontot kaphat.

Megjegyzés: Ha a vizsgdzo csak a 2x + 3y =9 és 4x + 2y = 10 esettel foglalkozik, akkor legfel-

2. b) elsé megoldas

Fx+D)=(x+D>=11(x+1)+30=x>-9x+20 2 pont
Szorzatta alakitunk: x? —9x+20 = (x—4)(x—5), 1 pont
és x> —11x+30=(x—5)(x—6). 1 pont
(Haf(x) #0, azazx ¢ {5; 6}, akkor)
fGAD) _(=E=5)_x=4 o 1 pont
Sx)  (x-5)x-6) x-6
Osszesen: | 5 pont
2. b) masodik megoldas
fx+D)=(x+1)*=11(x+1)+30=x*—-9x+20 2 pont
(Ha f(x) #0, akkor x ¢ {5; 6}, tehat a bal és a jobb
oldalon all¢ tort is értelmezve van.)
A nevezoOkkel szorozva: 1 pont
x=6)fix+1)=(x—-4) fix).
(x—6)(x> —9x+20) = (x — 4)(x> —11x +30)
x =15x7 +74x =120 = x* =155 +74x =120 1 pont
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink (az R\ {5;6} 1 pont
halmazon), ezért az eredeti allitas igaz. P
Osszesen: | 5 pont
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2. ¢) elsé megoldis

(Ekvivalens atalakitasokkal oldjuk meg az egyenldt-

2x-10<0 (x <5) ésx—6>0 (x > 6) egyszerre nem

lenséget.)
x—4
—+1<0
6 1 pont
2x—-10 <0

x—6

o, R e Ezek a pontok akkor is

x =5, vagy a szamlald és a nevezd eldjele kiilonboz6. | 1 pont*

jarnak, ha a vizsgazo egy
szamegyenesen helyesen

. 1 pont | abrazolja a szamlalo és a
lehetséges. J
nevezd eldjelét, és onnan
2x-10>0¢sx—-6<0 1 pont olvassa le jol a megol-
egyszerre teljesiil, ha 5 <x <6. ddst.
Tehat 5 <x <6. 1 pont
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: A *-gal jel6lt pontot akkor is megkaphatja a vizsgazo, ha (a szigoru egyenlétlen-
ségek helyett) a 2x —10 < 0 és a 2x — 10 > 0 esetek vizsgalataval oldja meg a feladatot.

2. ¢) misodik megoldas

(Ekvivalens atalakitasokkal oldjuk meg az egyenl6t-

lenséget.) 1 pont
Ha x> 6, akkorx —4 <6 —x.
Ebbél x < 5, tehat a ]6; +oo[ halmazon nincs megol- 1

. A . pont
dasa az egyenl6tlenségnek.
Hax <6, akkorx—4>6—x. 1 pont
Ebbdl x > 5, tehat a ]—o; 6] halmazon az [5; 6] inter-
z:ll(lum minden eleme megoldasa az egyenl6tlenség- 2 pont
(Az egyenlétlenség megoldashalmaza tehat: [5; 6[.)

Osszesen: | 5 pont
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sem A, sem B nem volt érintett, és 9 olyan lizletk6tés
van, amelyben az 4 vagy a B érintett volt.

8.a)
Az 4llitds hamis. 1 pont
Ha G csticsainak szama n (n pozitiv egész) és Gz csu-
csainak szama 2n, akkor G1 éleinek szama n — 1, 2 pont
G2 éleinek szama pedig 2n —1,de 2(n—1) #2n— 1.
Osszesen: | 3 pont
8. b) elsé megoldas
. 6
Osszesen ( j = 15 uizletkotés tortént az el6z6 honap-
2 1 pont
ban,
15 )
ezek kozil 4-et = 1365-féleképpen lehet kiva-
4 1 pont
lasztani ellenérzésre (Osszes eset szama).
Nem kedvezdk azok az esetek, amelyekben mind a Ez a pont akkor is jar, ha
4 ellendrzésre kivalasztott lizletkotés a C, D, E és F 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
tizletkotései koziil keriil ki. olddsbdl deriil ki.
C, D, E, F egymas kozott 6 tizletet kotott, ezek koziil
6
4-et {4} = 15-féleképpen lehet kivalasztani. I pont
15 6
A kedvezd esetek szdma: 4 - 4 =1350, 1 pont
1350 90
igy a kérdéses valosziniiség —— =-"— (= 0,989). 1 t
& € 365 o1 ) pon
Osszesen: | 6 pont
8. b) masodik megoldis
. 6
Osszesen ( j = 15 uizletkotés tortént az el6z6 honap-
2 1 pont
ban,
15 i
ezek kozil 4-et = 1365-féleképpen lehet kiva-
4 1 pont
lasztani ellenérzésre (Osszes eset szama).
4
Az lizletkotések kozott [ jz 6 olyan van, amelyben
2 1 pont
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7. €) elsé megoldas

A négyszog oldalainak cm-ben mért hosszat valamely
koriiljarasi iranyban jelolje e, f, g, h.

Az érinténégyszdg szemkozti oldalainak dsszege I pont
egyenld, ezért e + g =f+ h =40.
Feltehetjiik, hogy e = 23, ekkor g = 17; valamint hogy 1 pont
f> h (mert a szamtani sorozat kiilonbsége d # 0).
(Esetszétvalasztast végziink e és f nagysagviszonya
alapjan.) |
Ha /> e, akkor (h < g, és) a sorozat kiilonbsége pont
d=e—g=6;
igyf(=e+6)=29¢ésh(=g—6)=11. 1 pont
Ha f<e, akkor (g < h <f<e, ¢és) a sorozat kiilénbs¢- 1 pont
gére 3d=e—g=06,innend =2.
h(=g+2)=19¢éf(=h+2)=21. 1 pont
A négysz6g masik harom oldala tehat 11, 17 és 29,
illetve 17, 19 és 21 (cm) lehet. (Mindkét esetben 1éte- 1 pont
zik konvex négyszog.)
Osszesen: | 7 pont
7. c) masodik megoldas
Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy Ez ap o’nt'akko;{’ is jdr, ha
a szamtani sorozat novekvo. ;l ]\;zztsgazo azo at,;z.z ese
Ebben az esetben a 23 a sorozatnak a harmadik vagy 1 pont ¢ e.k s mez‘g;v 1zsgaya, ‘
negyedik tagja lehet (mert a sorozatnak biztosan két- aZmz” O;I atv a rsor;ﬁ(a
két 20-nal kisebb, illetve nagyobb tagja van). fa‘;’al elve masod
Ha a 23 a sorozatnak a harmadik tagja,
akkor (a sorozat differenciajat d-vel jelolve) 1 pont
(23 -2d) + (23 —d) + 23 + (23 + d) = 80.
Innen 92 — 2d = 80, azaz d = 6. 1 pont
Ha a 23 a sorozatnak a negyedik tagja, | i
akkor (23 — 3d) + (23 — 2d) + (23 — d) + 23 = 80. pon
Innen 92 — 6d = 80, azaz d = 2. 1 pont
A négyszdg masik harom oldala tehat 11, 17 és 29,
illetve 17, 19 és 21 (cm) lehet. (Mindkét esetben léte- 1 pont
zik konvex négyszog.)
Mivel 11 +29 =17+ 23, illetve 17 +23 =19 + 21, 1 pont
mindkét kapott négyszdg valoban érinténégyszog.
Osszesen: | 7 pont
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3. a) elsé megoldis

Ha Agoston mindharom osztélyzata azonos, akkor
P 1 pont
5 megfelel$ szamharmas van.
Két egyforma és egy kiilonb6z6 osztalyzatot
5-4-féleképpen szerezhetett (a két egyforma osztaly- 1 pont*
zat 5-féleképpen, a harmadik osztalyzat 4-féleképpen
valaszthato).
Harom kiilonb6z6 osztalyzatot [5] =10-féleképpen
3 2 pont
szerezhetett. (A nem egyforma osztalyzatok sor-
rendje mindkét esetben mar egyértelmii.)
A megfeleld esetek szama (5+5-4+10 =) 35. 1 pont
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: A *-gal jel6lt pont a kévetkezé gondolateért is jar.

5
A két kiilonbozo osztalyzat [zj -féleképpen valaszthato, a kivalasztas utan pedig kétféleképpen

valaszthato meg az, hogy melyik osztalyzatbol legyen két egyforma.

5
Ez 2{2) =20 lehetdség.

3. a) masodik megoldas

Ha Agoston els6 osztalyzata 1, akkor a masodik osz-
talyzat lehet 1, 2, 3, 4 vagy 5. Ekkor rendre 5, 4, 3, 2,
illetve 1 lehetdség van a harmadik osztalyzatéra.

Ez 6sszesen (5 +4+3 +2+ 1 =) 15 lehetdség.

1 pont

Ha Agoston els6 osztalyzata 2, akkor a masodik osz-
talyzat lehet 2, 3, 4 vagy 5. Ekkor rendre 4, 3, 2, il-
letve 1 lehet6ség van a harmadik osztalyzatara.

Ez osszesen (4 +3 +2 + 1 =) 10 lehet6ség.

1 pont

Ha Agoston els6 osztalyzata 3, akkor a masodik osz-
talyzat lehet 3, 4 vagy 5. Ekkor rendre 3, 2, illetve

1 lehetéség van a harmadik osztalyzatara.

Ez 6sszesen (3 +2 + 1 =) 6 lehetdség.

1 pont

Ha Agoston elsé osztalyzata 4 vagy 5, akkor osztaly-
zatai lehetnek: 4-4-4, 4-4-5, 4-5-5 vagy 5-5-5.
Ez 6sszesen 4 lehetdség.

1 pont

A megfelel6 szamharmasok szama tehat
(15+10+6+4=)35.

1 pont

Osszesen:

5 pont
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3. a) harmadik megoldais

Ha Agoston masodik osztilyzata 1, akkor az elsé
osztalyzata 1-féle, a harmadik osztalyzata 5-féle le-
het, ez 1 -5 lehetdség.

1 pont

Hasonloan, ha a masodik osztalyzata 2, 3, 4 vagy 5,
akkor az elsé osztalyzata rendre 2, 3, 4, 5-féle;

a harmadik osztalyzata pedig 4, 3, 2, 1-féle lehet.

A lehetdségek szama igy 2-4,3-3,4-2, illetve 5- 1.

3 pont

A megfelel6 szamharmasok szama
(2-(1-5+2-4)+3-3=)35.

1 pont

Osszesen:

5 pont

3. a) negyedik megoldas

Ha adott Agoston harom osztalyzata, akkor ezek sor-
rendje mar egyértelmii. Tehat a megfelel szamhar-
masok szamat megkapjuk, ha az 1, 2, 3, 4, 5 szamok
kozil kivalasztunk harmat tigy, hogy a kivalasztas
sorrendje kozombos, €s egy-egy szamot tobbszor is
valaszthatunk.

3 pont

A megfelelé szamharmasok szdma egyenl6 5 elem
3-adosztalyu ismétléses kombinacidinak a szamaval:

c3<f>=[5+3_lj=35.
s 3

2 pont

Osszesen:

5 pont

alapjan helyes valaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.

Megjegyzés: Ha a vizsgadzo az dsszes lehetséges szamhdarmast rendezetten felsorolja, és ez

3. b) elsé megoldas

Ha az osztalylétszam n 6, az egy tanuldra jutod szal-
laskoltség pedig (n résztvevo esetén) x Ft, akkor

n-x=(n—1)-(x+120) 2 pont
n-x=n-2)-(x+250)
Az elsé egyenletbdl x-et kifejezve: I vont 0=—x+120n-120
x = 1201 — 120. PO 0= —2x+ 2501500
Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve és nullara Az elsd egyenlet (-2)-sze-
rendezve: 1 pont | resét a masodikhoz adva:
0=-2(120n — 120) + 2501 — 500. 0=10n-260.
n =26 (tehat az osztalylétszam 26 £6), és x = 3000. 1 pont
A fizetendé teljes szallasdij: |
n-x=26-3000="78000 Ft. pont
Ellenérzés: 1
26-3000 =25-3120 = 24-3250 (= 78 000). pont
Osszesen: | 7 pont
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7. a)

Ez a pont akkor is jar, ha
ezt a szamoldst a b) fel-

Dori 20, Blanka és Csenge 25-25 figurat készitett. 1 pont adat megolddasandl végzi
el a vizsgazo.

. . [70 o . A két figura kihizasanak
Két figurat [ ) J(: 2415)-féleképpen valaszthatunk 1 pont | sorrendjét is figyelembe
ki (6sszes eset szama). véve: 7069 (= 4830).

20
Dori két figuraja [ J(: 190), Blanka és Csenge két
2 | vont | 20719 (= 380), illetve
4 25 S| PO 9504 (= 600)
figuraja rendre ) (= 300)-féleképpen vélaszthato ki,
i 20 +2 » 90)-féleké dlaszthato ki
igy ) 1, (= 790)-féleképpen valaszthato ki ! pont 20-19+2-(2524)
ugy két figura, hogy mindkettét ugyanaz a lany ké- (=1580)
szitette (kedvez0 esetek szama).
Annak a valoszinlisége, hogy a két kivalasztott figu-
20 25
+2- 20-19+2-(25-24)
. . farri 2 2)_ lpont| —————=
rat ugyanaz a lany készitette, N - 70-69
158
=—1(=0,327. 1 pont
[ 483] pon
Osszesen: | 6 pont
Megjegyzés: Ha a vizsgadzo visszatevéses mintavétellel dolgozik, akkor legfeljebb 4 pontot kap-
hat.
7.b)
A Blanka, Csenge és Dori ltal készitett karacsonyfa- 1 pont
figurak szama rendre 10, 15 és 6. P
Osszesen 31 karacsonyfa-figurat készitettek,
10
ezért 3 ~ 0,323 annak a valosziniisége, hogy 2 pont
a kivalasztott figurat éppen Blanka készitette.
Osszesen: | 3 pont
1813 irasbeli vizsga 17/23 2018. majus 8.




Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatod

6. €) masodik megoldas

Az y = mx egyenletii egyenesek atmennek az origdn.
El6szor felirjuk az origdn at a korhoz hiazhato két
érintéegyenes egyenletét.

Ez a pont akkor is jar, ha

Az érintési pontokat az orig6 €s a kor kdzéppontja I'pont | ez argoydola{. CS‘.lk ameg-
, , AR oldasbol deriil ki.
altal meghatarozott szakasz, mint atmérd folé irt
Thalész-kor metszi ki a k korbol.
A k kor kozéppontja C(-2; 8). A Thalész-kor kozép-
pontja az OC szakasz felezépontja: K(—1; 4), sugara
pedig az OK szakasz hossza, azaz NiT egység. 2 pont
A Thalész-kor egyenlete igy (x+1)2 +(y—4)> =17.
A két kor metszéspontjainak megallapitasahoz meg-
oldand6 az alabbi egyenletrendszer.
(x+2)* +(y-8)* =34 1 pont
(x+1)°+(y-4) =17
A két egyenletet kivonva egymasbol: | pont
2x+3-8y+48=17, azazx =4y 17. P
Ezt az els6 egyenletbe visszairva, majd a négyzetre
emeléseket elvégezve és rendezve: 1 pont
17(y* -8y +15)=0.
Ennek az egyenletnek a gyokei 3 és 5, 1 vont
tehat a két érintési pont (~5; 3) és (3; 5). P
Az origdn és az egyik, illetve masik érintési ponton
athalado egyenes meredeksége —% és % 1 pont
Az y = mx egyenletii egyenesnek
¢és a k kornek nincs kozos pontja,
35 1 pont
ha me |—-—;—| .
53
Osszesen: | 9 pont
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3. b) masodik megoldas

Ha az osztalylétszam n £6, akkor (a széveg szerint)

az egy tanuldra jutd széllsdij (1 — 1) 120 Ft, I pont

a két tanulora juto szallasdij pedig (n — 2)- 250 Ft. 1 pont

Tehat (n —2)-250=2-(n—1)-120, 1 pont

n =26 (az osztalylétszam 26 {06). 1 pont

Az egy tanulora jutd szallasdij (25-120 =) 3000 Ft, 2 pont

a teljes szallasdij pedig (26-3000 =) 78 000 Ft.

Ellen6rzés:

26-3000 =25-3120 = 24-3250 (= 78 000). 1 pont

Osszesen: | 7 pont

4. a)

Az adatok szama paratlan, ezért a median (a 72) Ez a pont akkor is jar, ha

szerepel az adatok kozott. I'pont | ez argmrqdola{‘ CSL.lk ameg
oldasbol deriil ki.

A hét adat kozott a 71 és a 75 pontosan kétszer szere-

pel (egynél tobbszor kell el6fordulniuk, de ha harom- |

szor szerepelnének, akkor a terjedelem 4 lenne). Még pont

két adatot kell tehat meghatarozni.

A hét adat 6sszege (7-73 =) 511, I pont

a hianyz6 két adat 6sszege igy (511 — 364 =) 147.
A mar ismert 0t adat és a

A hianyz6 adatok egyike sem lehet a 72, mert akkor terjedelem miatt a legki-

nem teljesiilne a moduszokra vonatkozo feltétel, és 1 sebb adat legalabb

nem lehet mindkettd 72-nél nagyobb sem, mert akkor pont (75 -17=) 68, a legna-

a 72 nem lenne median. gyobb pedig legfeljebb
(71 +7 =) 78 lehet.
Ezt figyelembe véve a 147

Tehat a hianyzé adatok koziil az egyik legfeljebb lehetséges felbontdsai:

70 lehet, a masik pedig ekkor a terjedelem miatt leg- 1 pont | 147=68+79=69 + 78 =

feljebb 77 lehet. =70+77=71+76=
=72+75=73+74.

. , i Ezek koziil a terjedelem

gl;/élevsc‘:l 70 + 77 = 147, ezért) csak a 70 és a 77 lehet- 1 pont | miatt esak a 70 + 77 felel
meg.

A hét szam: 70, 71,71, 72,75, 75, 77. 1 pont | [¢lsz0leges sorrendben
megadva is jar a pont.

Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgadzo indoklds nélkiil, nemcsokkend (vagy nemnévekvi) sorrendben fel-
sorolva, helyesen adja meg a hét szamot, akkor 2 pontot kapjon. Ha ezen tul igazolja, hogy a
megadott hét szam megfelel a feladatban megadott feltételeknek (és ezeket a megallapitasokat
dokumentalja), akkor tovabbi 2 pontot kapjon. A tovabbi 3 pontot akkor kaphatja meg, ha iga-

zolja, hogy mas megoldasa nem lehet a feladatnak.
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4.b)
72=2%.3% ¢s 27720=2%-3%-5.7-11. 2 pont
(A legkisebb kozds tobb-
sz0ros definicioja miatt)
(A legkisebb kozos tobbszords definicidja miatt) | ¢ |azn primtényezdi kozott
on .
n=2%.3".5.7.11 alakban irhat¢ fel, PO srerepel az 5, a7 és a 11,
mindegyikiik pontosan az
elsé hatvanyon,
a 2-es primtényezé legna-
gyobb kitevdje 3 (4 lehetd-
ség), a 3-as primtényezdé
ahol k€ {0; 1;2; 3} ésm € {0; 1; 2}. 1 pont | pedig legfeljebb 2 lehet

(3 lehetdség). (Mas prim-
tényezdje pedig nincs az
n-nek.)

Az n lehetséges értékeinek szama tehat 4-3 = 12. 1 pont

Az n legkisebb lehetséges értéke

(2°.30.5.7.11=) 385. ! pont
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések:
1. Az n lehetséges értékei ndvekvd sorrendben felsorolva:

385, 770, 1155, 1540, 2310, 3080, 3465, 4620, 6930, 9240, 13 860, 27 720.
2. Ha a vizsgazo a valaszat az n lehetséges értékeinek primtényezés alakban torténd felsorola-
sdra alapozva helyesen adja meg, akkor teljes pontszamot kapjon.

1I.
5.a)
| A2 M
Ha a csucsok azonositasa
Bl 153 2 pont | hianyzik, akkor legfeljebb
1 pont jar.
1 2 C
A grafnak 12 éle van,
A fokszamok Osszege 4-2 +4-3 +4 =24, 1 pont | a fokszamédsszeg ennek
kétszerese, tehdt 24.
Osszesen: | 3 pont
5. b) elsé megoldas
A graf egy kore — az a) rész megoldasaban megadott
abra szerint — 1, 2, 3 vagy 4 ,,négyzetbdl” allé sok- 1 pont
szoget ,,kerithet koriil”.
Ha a korbekeritett négyzetek szama 1, 2, 3 vagy 4, 5
akkor a kor éleinek szama rendre 4, 6, 8, 8, pont
tehat valoban nincs a grafban paratlan sok élbol allo kor. | 1 pont
Osszesen: | 4 pont
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6. €) elsé megoldas

Az e egyenesnek ¢s a k kornek nincs kz6s pontja,

ha az x* +(mx)> +4x—16-mx+34 =0 egyenletnek 1 pont*
nincs valés megoldésa.
Rendezve: (m* +1)x* +(4—16m)x+34=0. 1 pont*

Ennek a masodfoku egyenletnek pontosan akkor

Ez a pont akkor is jar, ha

pozitiv,

. , , . oL , 1 pont* | ez a gondolat csak a meg-
nincs valds megoldasa, ha a diszkriminansa negativ. oldashol deriil ki
D=(4-16m)*—136(m*+1) = 1 pont*
=120m> —128m —120 =8(15m> —16m —15) 1 pont*

A 15m* —16m—15=0 cgyenlet gydkei ‘% & g . 1 pont
Mivel az egyenletben a masodfoku tag egyiitthatoja 1 pont Ez a pont jar egy megfe-

lel6 dbradért is.

ezért 15m*> —16m—15<0 pontosan akkor teljesiil,

ha 23 <m< > .
> 3 2 pont
A k kornek és az e egyenesnek nincs kdzos pontja, P
5
ha me |-=;— .
53
Osszesen: | 9 pont

Megjegyzés: A *-gal jel6lt 5 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

A k kor sugara V34 egység, ezért k-nak pontosan ak-

kor nincs kézds pontja az e-vel, ha az egyenes a 2 pont
C(-2; 8) ponttol V34 egységnél tavolabb van.
Az e egyenes egyenlete mx —y =0,
igy (a pont és egyenes tavolsaganak képletével)
) ) ) om—8 1 pont
a C pont és az e egyenes tavolsaga: .
m® +1
—2m—8
n >34 1 pont
Nm? +1
2
Négyzetre emelés utan w >34,
m+1 1 pont
innen pedig 15m”> —16m—15<0.
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6. a)
Az E koordinatait a kor egyenletébe helyettesitve: )
(=7 +5% 4+4-(=7)—16-5+34=0. pont
A bal oldal értéke (49 +25-28 -80+34=)0, 1 pont
ezért E valoban rajta van a k koron. P

Osszesen: | 2 pont
6. b)

Ez a pont akkor is jar, ha

A kor egyenletét atalakitva: (x+2)* +(y—8)* =34, 1 pont ezt az dtalakitdst az a)

feladat megoldasanal
végzi el a vizsgdzo.

ahonnan a k kor kozéppontja C(-2; 8)

(sugara pedig V34 egyseég). I'pont
Az érintGegyenes egy normalvektora EC = (5; 3). 1 pont
Az érintéegyenes egyenlete Sx + 3y = -20. 2 pont

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgdzo az érintd egyenletét paraméteres alakban keresi, akkor 1 pontot
kapjon annak megallapitasaért, hogy a keresett érinté egyenlete felirhato y =m(x+7)+5

alakban (mert az x = -7 egyenes nem érinta).

Tovabbi 2 pontot kapjon azért, ha az egyenes és a kér egyenletébdl alkotott egyenletrendszer-

bél eljut annak megallapitasdig, hogy az
(m* +Dx* + (14m* —6m +4)x + (49m> —42m —21)=0

egyenlet diszkrimindnsa — a 36m* +120m+100 Gsszeg — nulléval egyenld,

Ebbél az m = 3 meghatarozasaért 1 pontot, a keresett érintd egyenletének felirasaért pedig

tovabbi 1 pontot kapjon.
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5. b) masodik megoldis

Ha a (fenti abra szerint rajzolt) graf egy korét az éle-
ken haladva bejarjuk, és visszaérkeziink a kiindulasi
pontba, akkor vizszintes iranyban jobbra, illetve balra
ugyanannyi ,,lépést” kell tenniink.

A vizszintes iranyt 1épések szama igy paros, €s ha-
sonldan paros a fiiggéleges iranyu 1épések szama is.

2 pont

Ezért a teljes 1épésszam — azaz a graf korében sze-
repld élek szama — is paros,

1 pont

tehat valoban nincs a grafban paratlan sok élbél allo kor.

1 pont

Osszesen:

4 pont

5. b) harmadik megoldas

Helyezziik el a 3x3-as graf csticsait a derékszogil ko-
ordinata-rendszer racspontjaira ugy, hogy a C1 jela
csucs keriiljon az origoba (ekkor koordinatai (0; 0)),
az A3 jeli csucs pedig a (2; 2) pontba.

Ha a graf egy korét az éleken haladva bejarjuk, akkor
minden ,,1épés” soran megvaltozik a csucsok koordi-
natai osszegének a paritasa. (Ha pl. az (1; 1) pontbol
a (2; 1) pontba 1épiink, a koordinatak dsszege 2-rél
3-ra modosul, azaz parosrol paratlanra valtozik.)

2 pont

Ha visszaérkeziink a kiinduldsi pontba, akkor —a pa-
ritas megmaradasa miatt — a 1épések szdma, azaz a
kort alkoto élek szama is paros,

1 pont

tehat valoban nincs a grafban paratlan sok €lbdl allo kor.

1 pont

Osszesen:

4 pont

5. b) negyedik megoldas

P k p

Szinezziik a graf cslcsait pirosra és
p kékre az abra szerint. Piros csticsbol
csak kékbe, kék csticsbol csak pi-
rosba tudunk lépni.

p »

2 pont

Ezért ha a graf egy korét az éleken bejarva visszaér-
keziink a kiindulasi pontba, akkor a 1épések szama,
azaz a graf korét alkoto élek szama paros,

1 pont

tehat valoban nincs a grafban paratlan sok élbél allo kor.

1 pont

Osszesen:

4 pont
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5. €) elsé megoldas

Példaul a puzzle 42 és Bl jelii darabjat elhagyva a

4 -8 megfeleld elemharmas tartozik.

megmaradé 7 puzzle-elem altal alkotott részlet nem 2 pont
lesz Osszefliggo.
Osszesen: | 2 pont
5. ¢) masodik megoldas
Al A
Példaul a graf 42 és B1 jelli csucsat és az ezekbdl in- )
dulo6 éleket elhagyva a megmaradé hétponta graf nem | 2 pont e 153
lesz Osszefiiggd. ¥[
Cl c2 3
Osszesen: | 2 pont
5. d) elsé megoldas
A héarom kapcsolodo jatékelem helyzete lehet viz- Ez a pont alkor is jar, ha
szintes, fliggbleges vagy L alaku I'pont | ez a gondolat csak a meg-
’ ) oldasbol deriil ki.
A vizszintes helyzetii elemharmasok szdma 3, 1 pont
¢és ugyanennyi a fliggbleges elemharmasoké is. 1 pont
Négyféle L alaku, 0sszefliggé elemharmas van:
JLT I pont
Mind a négy esetben a kozépsd elem 4-féle lehet.
(A fenti L alakoknak megfeleléen rendre 2
B2, B3, C2, C3; 42, A3, B2, B3; pont
B1, B2, C1, C2; Al, 42, B1, B2.)
A megfelel6 elemharmasok szdma igy
2:3+4-4=20. ! pont
Osszesen: | 7 pont
5. d) masodik megoldas
Az A1, C1, C3, A3 puzzle-elemek mindegyike
5 megfelel6 elemharmas egyik darabja: 1 vizszintes
és 1 fiiggdleges elemharmasnak, tovabba 1 darab 1 pont
L alaknak a kdzepén és 2 darab L alaknak valamelyik
végén szerepelnek.
Az A1, C1, C3, A3 elemekhez ilyen mddon sszesen 1 "
4 -5 megfeleld elemharmas tartozik. pon
A Bl1, C2, B3, A2 elemek mindegyike 8 megfeleld
elemharmas egyik darabja: 1 vizszintes és
1 fuggdleges elemharmasnak, tovabba 2 darab 1 pont
L alaknak a kdzepén és 4 L alaknak a végén szerepel-
nek.
A Bl1, C2, B3, A2 elemekhez ilyen médon &sszesen
1 pont
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A kozéps B2 puzzle-elem 14 megfeleld elemharmas
egyik darabja: 1 vizszintes és 1 fligg6leges elemhar-

masnak, tovabba 4 darab L alaknak a kdzepén és I pont
8 darab L alaknak valamelyik végén szerepel.
Mivel a fenti §sszeszamolasban minden elemharmast
3-szor szamoltunk (az 6ket alkotd 3 puzzle-elem 1 pont
mindegyikénél),
ezért a megfeleld elemharmasok szama
4-5+4‘8+14:22. 1 pont
3
Osszesen: | 7 pont
5. d) harmadik megoldas
A harom kapcsol6do jatékelem helyzete lehet viz- £z a pont akkor is jar, ha
szintes, fliggbleges vagy L alaku I'pont | ez a gondolat csak a meg-
i ) oldasbol deriil ki.
A vizszintes helyzetii elemharmasok szama 3, 1 pont
¢és ugyanennyi a fliggéleges elemharmasokeé is. 1 pont
(A tovabbiakban esetszétvalasztast végziink aszerint,
hogy az L alakl megfeleld elemharmasok két
vizszintes darabjat melyik sorbol valasztjuk ki.) 1 ¢
Ha az els6 vagy a harmadik sorbol valasztjuk az pon
L alak két 6sszefliggd elemét, akkor ezekhez a
harmadik elemet 2-féleképpen valaszthatjuk.
Ha a masodik sorbdl valasztjuk ki az L alak két
Osszefliggd elemét, akkor ezekhez a harmadik elemet 1 pont
4-féleképpen valaszthatjuk.
Minden sorban 2-féleképpen valaszthatunk ki két
. s 1 pont
Osszefliggd elemet,
igy a megfeleld elemharmasok szdma
2.3+2-(2+4+2)=22. 1 pont
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgdzo az dsszes megfeleld elemhdrmast rendezetten felso-
rolja, és ez alapjan helyes valaszt ad (1 pont), akkor teljes pontszamot kapjon.

Példaul:

vizszintes elemhdrmasok: A1-A2-A3,  B1-B2-B3,  C1-C2-C3; (1 pont)

fiiggdleges elemhdarmasok: A1-B1-C1,  A2-B2-C2,  A3-B3-C3; (I pont)

L alakok: A1-A2-B2,  A2-A3-B3, B1-B2-C2, B2-B3-C3;
Al1-B1-B2,  A2-B2-B3, B1-Cl1-C2, B2-C2-C3;
Bl-A1-A2, B2-A2-43, Cl1-B1-B2, (C2-B2-B3;
B1-B2-42,  B2-B3-43, (C1-C2-B2, (C2-C3-B3. (4 pont)
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