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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1.

Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgdz6 altal hasznalt szin(itdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhaté ma-

ximalis pontszam van, a javito altal adott pontszam a mellette levo téglalapba keriiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett

kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, €s jonak mindsitette.

. Hianyos/hibas megoldés esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-

szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kdvethetdvé teszi, akkor
a vizsgazo6 altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megoldéasban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanvald, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

o helyes 1épés: kipipdlas

elvi hiba: kétszeres alahuzas

szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhuzas

rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1épés: szaggatott vagy athuzott kipipalas
hianyos indoklas, hidnyos felsorolds vagy mas hiany: hidnyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abrén kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldés pontozésat is megadtuk. Amennyiben azoktdl eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az Gtmutatd egyes részleteivel
egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

. A pontozasi Gtmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

. Elvi hibat kdvetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az Gtmutatdban kettds vonal

jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanul6 az
elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szamol tovabb
a kovetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximadlis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

. Ha a megoldasi atmutatdban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hidnya esetén is teljes értékii a megoldas.
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhato.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kdvetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

. r r r 14 r .. 14 n . 14 r /4 . r 14
kivonas, szorzas, osztéas, hatvdnyozas, gydkvonas, n!, [k} kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhet6 tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a w €s az
e szam kozelitd értékének megaddsa, nullara rendezett masodfoku egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indokléas nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek az
atlag és a szoras kiszdmitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito ereji felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valosziniiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
Iékban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir el6 kerekitési kotelezettséget, akkor az itmutatoban meg-
adottol eltérd, észszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- €s végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszdmat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldést nem is
kell javitani. Ha a vizsgdzo6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbol sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitizott sorrend szerinti utolsé feladat lesz.
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

I.
1. a) elsé megoldas
Ha a sorozat els6 tagja a, akkor (a mértani sorozat
Osszegképlete szerint)
5
1
(4) -1 1 pont
a-~————=2852,5.
1
——1
4
1023
1024 _ 341
a 3 =a 256—852,5 2 pont
4
852,5-256
a=| ————— =640 1 pont
( 341 j pon
Osszesen: | 4 pont

1. a) masodik megoldas

Ha a sorozat els6 tagja a, akkor az els6 6t tag dsszege

artartar Lol i 8505, 1 pont
49716 Tea" 256
L 256 6ATI6 A1 _ AT 2 pont
256 256
852.5-256
= 8252790 e
a ( 341 ] 1 pont

Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a megolddsdban kozelito értéket is hasznal, akkor legfeljebb
3 pontot kaphat.
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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

1. b) els6 megoldas

Jelolje a sorozat elsd tagjat a, a differencidjat d.

Ekkor az els6 6t tag Osszege atratid, 5,
1 pont

a+a+9d.

az elso tiz tag Gsszege 10.

Megoldandé tehat az alabbi egyenletrendszer:

10a+45d =2330.

852,5-10d

Az els6 egyenletbdl a = =170,5-2d . A masodik egyenletbil ki-
Ezt beirjuk a masodik egyenletbe: 2 pont | vonva az elsé egyenlet
10-(170,5 — 2d) + 45d = 2330, kétszeresét: 25d =625.
azaz 1705 +25d = 2330.

Innen d = 25 a differencia. 1 pont

a=(170,5—-2-25=) 120,5 a sorozat els0 tagja. 1 pont

Ellendrzés a szoveg alapjan:
A sorozat 6todik tagja 220,53, tizedik tagja 345,5.

Az els6 0t tag Gsszege (MS :j 852,5, 1 pont

2330.

o . 120,5+345,5
az elsd tiz tag Gsszege — 5 10=

Osszesen: | 7 pont

1. b) masodik megoldas

Jeldlje a sorozat els6 tagjat a, a differenciajat d,
az els6 ot tag Osszegét S.

A masodik 6t tag 0sszege S+ 5-5d =S + 25d, mert 2 pont
minden tag 5d-vel nagyobb a nala 5-tel korabbi tag-
nal; az elsd tiz tag Osszege: S+ 5 +25d =25 + 25d.

2-852,5+25d = 2330, 1 pont
innen d = 25. 1 pont
Az els6 0t tag Gsszege #-5 =852,5, 1 pont
azaz 5a + 10-25=852,5, innen a = 120,5. 1 pont

Ellendrzés a szoveg alapjan:
A sorozat 6todik tagja 220,5, tizedik tagja 345,5.

120,5+220,5 ‘szj 852.5.

Az els6 ot tag Osszege ( 1 pont

120,5+345,5

az elso tiz tag Gsszege ( -10 =j 2330.

Osszesen: | 7 pont
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2. a)
(Az azonos alapu hatvanyok szorzatdra vonatkozo
azonossag miatt:)
x x x 2 pont
25. lj _10.(1] +§.(lj =31,
5 5 55
8L lj =81 1 pont
5 5
(l ' =5 1 pont
5
x -1
1 1
- == 1 pont
[5 [Sj ’
(Az 3 alapt exponencialis fliggvény kdlcsondsen I pont
egyértelmi, ezért) x =—1.
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- 1 vont
tasokra hivatkozva. P
Osszesen: | 7 pont
2. b)
(5°>08s 5> 0, ezért) 205 ) g3 ¥5 7 I pont | X183=x1g5 4 5 +5
2 2 2 2
0<lg >+ 1 pont
A 10-es alapu logaritmusfliggvény szigorian mono-
a o 1 pont
ton novekedo, ezért
135 > , vagyis 2<5%+57F, 1 pont
Az 5" ésaz 57" pozitiv szamok egymds reciprokai, | 5 pont* 0< (5" —1), ami minden
ezért az Osszegiik legalabb 2. x € R esetén teljesiil.
Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért ebbdl 1 vont
kovetkezik, hogy az eredeti allitas is igaz. P
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzések:
1. A *-gal jelolt pontokat akkor is megkaphatja a vizsgazo, ha az 5* és az 5 pozitiv szamok
szamtani és mértani kozepe kozotti dsszefiiggésre hivatkozik: 5 +5" 225" -5 =2.

2. Az alabbi gondolatmenet is teljes pontszamot ér.
(Szemlélet alapjan elfogadjuk, hogy) a tizes alapu logaritmusfiiggvény konkav. (1 pont)

lga+1 +
Ezért ha a és b két tetszoleges pozitiv szam (1 pont), akkor gatlgh <lg atb . (2 pont)
- lg5" +1g5™" 57 +57F
Mivel most 5° >0 és 5 >0 (1 pont), igy £ 5 g2 < Ig igaz. Ez volt a bizonyi-
tando allitas. (2 pont)
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3.a)

A szabalyos 12-sz6g felbonthat6 12 darab egybe-

Ez a pont akkor is jar, ha

vago, 30°-0s szarszogli egyenld szara haromszogre I'pont | ez a gondolat csak a meg-
’ ) oldasbol deriil ki.
A 12-sz6g kézéppontja O, az
A10A42 egyenld szara haromszog
. s . . 1 pont
alapjahoz tartoz6 magassaga
m =90 (cm),
alapja a = 4142=2-90-tg 15° = 48,2 (cm). 1 pont | = 48,23 (cm)
A 12-sz6g teriilete 12-% ~ 26 000 (cm?). 1 pont | = 26 045 (cm?)
Az bralap térfogata 26000 - 0,2 = 5200 cm’® = 1 pont | = 5209 cm®
= 0,0052 m’, 1 pont
. ‘ - A pontos értékkel sza-
tomege 0,0052-2700 = 14 kg. 1 pont molva = 14,1 ke,
Osszesen: | 7 pont
3.b)
A Thalész-tétel (megforditasa) miatt derékszogli ha-
romszoget akkor kapunk, ha a haromszog leghosszabb
oldala a 12-szog koré irt korének atmérdje, 1 pont
tehat ennek az oldalnak a két végpontja a 12-szog két
atellenes csucsa.
Ha A1 az atfogd egyik végpontja, akkor a masik vég-
1 pont
pont A47.
A haromszdg harmadik (derékszogii) csucsa ekkor a
maradék 10 cstics koziil barmelyik lehet. 1 pont
Ez 10 lehetdség.
Ha A1 a derékszogii csucs, akkor a haromszog atfo-
g0ja 5-féle lehet: A24s, A3A9, AsA10, AsA11 vagy
1 pont
AsA12.
Ez 5 lehetdség.
Osszesen (10 + 5 =) 15 kiilénbozo, a feltételeknek 1
p o w1 .. pont
megfeleld derékszdgii hdromszdg van.
Osszesen: | 5 pont

1812 irasbeli vizsga 71720

2018. oktdber 16.




Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

4. a)
(Mivel 400 = w , azért) 400 Ft/kg-os egység-

1 pont
aron a baracknak (50 +70 =j 60%-a,
azaz (200- 0,6 =) 120 kg fogyna el. 1 pont
Az ebbdl szarmazo bevétel (120 -400 =) 48 000 Ft I pont

lenne.

Osszesen: | 3 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgdzo, ha a b) feladat dllitasat felhasznalva ad he-
lyes valaszt.

4. b) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

Ha linedris kapcsolat van az egységar (x) és az eladott I pont | ez a gondolat csak a meg-

barack mennyisége (v) kozott, akkor y = mx + b.

oldasbol deriil ki.
A feladat szovege alapjan (mivel a 200-nak a fele o
100, a 70%-a pedig 140): A linedris fiiggvény grafi-
_ . 1 pont |konja egy olyan egyenesre
100 =500m + b ¢és Tleszkedik Fomek
140 = 300m + b. illeszkedik, amelynek me-
- - — redeksége:
A két egyenletet kivonva egymasbol: 200-0.5—200-0.7 1
—40 = 200m, tehat m = —%, bpont 1™ 500300 5

majd visszahelyettesitve b = 200.

(Tehat valoban y = —% x+200.) I pont

Osszesen: | 4 pont

4. b) masodik megoldas

A linearis kapcsolatot két értékpar meghatédrozza. 1 pont

(A 200-nak a fele 100, a 70%-a pedig 140.)

Mivel 100:—%-500+2OO és 140:—%-300+200 2 pont

is teljesiil,

1
ezért valoban y = —gx +200. 1 pont

Osszesen: | 4 pont
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4. ¢)
Ha x (Ft/kg) az eladési ar, akkor a napkdzben eladott
barackmennyiség 1 x+200 (kg), az ebbdl szarmazo
5 1 pont
bevétel (—%x + 200) x= —%xz +200x (Ft),
a nap végén megmaradt barackmennyiség
1 1
200 - (——x + 200} =—x (kg),
5 5 1 pont
.1
az ebbdl szarmazd bevétel pedig gx -80=16x (Ft).
Az 0sszes bevétel tehat x (Ft/kg) eladési ar esetén
L o16x (Ft).
5
1 1 pont
Keressiik ezért a B(x) = —gxz +216x (0 <x<1000)
fliggvény maximumat.
1 1
B(x)= —g(x —540)* +58320 1 pont* | B(x)=x- (—gx + 216)
B(x) grafikonja egy olyan
., lefelé nyilo” parabola-
Mivel az els6 tag nem pozitiv, ezért B(x) < 58 320. 1 pont* | nak egy ive, mely a 0 és
az 1080 helyen metszi az
X tengelyt,
A legnagyobb értékét B(x) akkor veszi fel, fe’zléfel,ytpf?”’fafl?ksei%o ko-
_ 2 _ L « | ordindtdja pedig
ha (x >40) ,0 ’ Vagy{S‘x 540, I pont (ami eleme a B értelme-
(ami eleme az értelmezési tartomanynak). zési tartoményénak).
A napi bevétel tehat 540 Ft/kg egységar esetén maxi- 1 vont
malis. (A maximalis bevétel B(540) = 58 320 Ft.) P
Osszesen: | 7 pont
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Megjegyzések:

1. A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo:

(Keressiik a 0 <x < 1000 intervallumon a B fliggvény
maximumat.)
B(x) derivéltfiiggvénye:

B'(x) = —§x+216 (0 < x < 1000).

1 pont

(A B fuiggvénynek ott lehet sz¢élsoértéke, ahol a deri-
valtfiiggvényének zérushelye van.)

—gx+216= 0,
5

x = 540 (és ez eleme az értelmezési tartomanyanak).

1 pont

B'(x) az x < 540 esetben pozitiv, az x > 540 esetben
pedig negativ, ezért a B-nek az 540 (lokalis és egy-
ben abszolut) maximumhelye.

1 pont

B"(x)=-0,4 <0 a teljes
értelmezési tartomanyon,
tehat a B-nek az 540 (ab-
szolut) maximumhelye.

2. A *-gal jel6lt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo:

Az x> ax’ +bx+c (a <0, x € R) masodfoku fiigg-

B fliggvény értelmezési tartomanydnak is, tehat
B-nek is maximumhelye).

vény maximumhelye —i, I pont
2a
1
ezértaz x — —gxz +216x (x € R) masodfoku fiigg-
' imumhelye: — 210 = 540 (és ez el
vény maximumhelye: ——-= és ez eleme a 2 pont
5
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I1.

5. a)

Ha Kinga egyet sem old meg a szorgalmi feladatok
koziil, akkor 3! = 6-féle, ha pedig mind a harmat
megoldja, akkor 6! = 720-f¢éle kiilonb6z6 sorrendben
oldhatja meg a hézi feladatait.

1 pont

Ha egyet old meg a szorgalmi feladatok koziil, akkor
a négy feladatot 4! = 24-féle kiilonb6zd sorrendben
oldhatja meg,

1 pont

viszont a szorgalmi feladat kivalasztasara is 3 lehetd-
sége van, igy ez 6sszesen 24 - 3 = 72 kiilonb6z0 sor-
rendet jelent.

1 pont

Ha kettot old meg a szorgalmi feladatok koziil, akkor
az 0t feladatot 5! = 120-féle kiilonb6zo sorrendben
oldhatja meg,

1 pont

viszont a két szorgalmi feladat kivalasztasara is 3 le-
hetdsége van, igy ez 0sszesen 120 - 3 = 360 kiilon-
b6z sorrendet jelent.

1 pont

Ez 0sszesen 6 + 72 + 360 + 720 = 1158 kiilonb6z6
lehetséges sorrendet jelent.

1 pont

Osszesen:

6 pont

5.b)

A szdmok 6sszege 1000 - 500 = 500 000.

1 pont

A lehetséges legnagyobb szamot akkor kaphatjuk
meg, ha a tobbi 499 szdm a lehetd legkisebb.

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

A legkisebb 499 kiilonb6z6 pozitiv egész szam

Osszege 1 +2+3+ ... +499 :w =124 750.

2 pont

A szamok koziil a legnagyobb tehat legfeljebb
(500 000 — 124 750 =) 375 250 lehet.

1 pont

Osszesen:

5 pont

5. ¢) elsé megoldas

Ha mindannyian legalabb egy tanulot vallalnak, ak-
kor (valamilyen sorrendben) 4, 1, 1, 1 vagy 3,2, 1, 1
vagy 2, 2, 2, 1 tanulét fognak korrepetalni.

1 pont
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Az elso esetben 4-féleképpen valaszthato ki koziilitk
a négy tanulot korrepetald személy. Ez 4 lehetOség.

1 pont

A masodik esetben 4-féleképpen valaszthato ki a ha-
rom tanulot korrepetald személy, ezutan pedig 3-féle-
képpen a 2 tanulot korrepetalo.

Ez tehdt 4 -3 = 12 lehetdség.

1 pont

A harmadik esetben 4-fé¢leképpen valaszthat6 ki az
egy tanulot korrepetald személy. Ez is 4 lehetdség.

1 pont

Osszesen tehat (4 + 12 + 4 =) 20-féleképpen allapod-
hatnak meg.

1 pont

Osszesen:

S pont

5. ¢) masodik megoldas

Egy korrepetalast mindenki vallal, ezért elegendd azt
meghatarozni, hogy a tovabbi harom korrepetalasbol
melyikiik hanyat vallal.

1 pont

A hérom korrepetalast jelentse harom kor: o 0 o, és
harom fliggdleges vonalat tegylink a korok elé, kozé,
illetve mogé ugy, hogy rendre ezek hatarozzdk meg a
Kinga, Linda, Misi, illetve Nandi altal vallalt korre-
petéltak szamat.

(Példaul ol |0 ol jelentése: Kinga 1, Linda 0, Misi 2,
Néndi 0 korrepetalast kap a tovabbi hdrombdl.)

2 pont

A 3 fiiggdleges vonalbol és 3 korbol allo (6 hosszu-

6!
31.31 (=20)

Osszesen tehat 20-féleképpen allapodhatnak meg.

sagn) jelsorozatok szama

2 pont

Osszesen:

S pont

5. ¢) harmadik megoldas

Egy korrepetalast mindenki véllal, ezért elegendd azt
meghatarozni, hogy a tovabbi harom korrepetalasbol
melyikiik hanyat vallal.

1 pont

Kinga, Linda, Misi és Nandi koziil kell kivalaszta-
nunk harom személyt, aki ezt a harom korrepetalast
vallalja. A kivalasztas sorrendje nem szamit, és egy
személyt tobbszor is kivalaszthatunk. Ez megfelel
4 elem harmadosztalyt ismétléses kombindcioi sza-
manak.

2 pont

N s [4+3-1 6 o
Osszesen tehat C," = 3 = 3 = 20-félekép-

pen allapodhatnak meg.

2 pont

Osszesen:

S pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo az osszes lehetséges esetet rendezetten felsorolva valaszol, akkor

teljes pontszamot kapjon.
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6. a)

1. Az allitas hamis. 1 pont

Ellenpélda az olyan trapéz, amelynek 2-2 szemkozti
szOge egyenld, mig a szomszédos szdgei kiilonbozok | 2 pont™*
(ezek a nem téglalap paralelogrammak).

11. Az allités igaz. 1 pont

Ha a = b, akkor o0 = B, igy 3o = 33,

2
tehat valoban sin 3o = sin 3. pont

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo indoklaskent paralelogrammdara hivatkozik, de nem zarja ki a tég-
lalapot (nem mellékel egy megfelelo abrat), akkor a *-gal jelélt 2 pontbol 1 pontot kapjon.

6. b)

A 1I. allitas megforditasa:

. R . . 1 pont*
Ha egy haromszdgben sin 3o = sin 3B, akkor a = b.
A 1. 4llitds megforditdsa hamis. 1 pont
Egy ellenpélda:
Ha 300=180° — 33 (azaz o + B = 60°), 2 pont o =20°és B =40° esetén

akkor sin 3o = sin 3[3, de (o # 30° esetén) a # b. sin 300 = sin 3f (sin 60° =

=sin 120°), de a # b.

Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt pont akkor is jar, ha a vizsgdzo az dllitas megforditasaval ekviva-
lens kijelentést fogalmaz meg (példaul: Ha egy haromszogben a # b, akkor sin 3a # sin 3f3.).

6. ¢)

(0,4 annak a val6sziniisége, hogy egy adott kérdésre
hibasan valaszol Béla.) 1 pont

A nulla helyes tipp valoszinlisége p, =0,4° =0,064 .

Az egy helyes tipp valoszinlisége

plzm-o,6-o,42:0,288. 1 pont

A két helyes tipp valoszintisége

pzz[;J-0,62-0,4:0,432. 1 pont

A harom helyes tipp valoszintisége p3=1-(0,064 + 0,288 +
p;=0,6"=0,216. bpont | 0 432)=0216

Béla pontszdmanak varhato értéke

P32+ p,-1(+p -0+ py-0)=

=0,864. 1 pont
Osszesen: | 6 pont

1 pont
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7. a) els6 megoldas

A négy csontocska dsszesen 4! (= 24) kiilonb6z6 mo-
don érkezhet le tigy, hogy az eredmény Venus-dobas
legyen (és ezen leérkezések egyforman valdszintiek).

2 pont

Mindegyik leérkezés valdszinlisége ugyanannyi:
4 4 1 1

——————— (=0,0016).
10 10 10 10

2 pont

A kérdezett valoszinliség tehat
4 4 1 1 24

4 — = —| === |=0,0384.
10 10 10 10\ 625

1 pont

Osszesen:

5 pont

7. @) masodik megoldas

Modellezziik a dobasokat a kovetkez6 mddon:
Legyen egy dobozban 4 darab A4, 4 darab B, 1 darab
C, illetve 1 darab D jelii (6sszesen tehat 10 darab) ko-
rong.

A dobozbdl négyszer hlizunk visszatevéssel egy-egy
korongot. (Mindegyik htizdsnal 0,4 az 4, illetve a B
jelti korong, és 0,1 a C, illetve a D korong htizdsanak
valoszinlisége.) Mekkora annak a valdszintisége,
hogy négy kiilonb6z0 betlijelti korongot huzunk (Ve-
nus-dobas)?

1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

o 1 , o , 4
Az 6sszes (egyenlden valoszinil) eset szama 10”.

1 pont

Az A, B, C, D jeli korongokat ebben a sorrendben
4-4-1-1 (= 16)-féleképpen huzhatjuk ki.

1 pont

Mivel négy kiilonb6zé jeli korong barmely sorrend-
ben valo6 kihuzasa Venus-dobast jelent, ezért a ked-
vezO esetek szdma 4!-4-4-1-1 (= 384).

1 pont

A kérdezett valoszinliség f()ij =0,0384.

1 pont

Osszesen:

S pont
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7.b)

Annak a valosziniisége, hogy egyik taxillus sem a

Az I esemény valoszinii-

, 4 3
sege: { -0,1-0,9° +

4
C helyzetben érkezik le: 0,9 (= 0,6561), ! pont +( 2) :0,17-0,9* +
4
+(3j-0,13 -0,9+0,1* =
. . o n _ =(0,2916 + 0,0486 +
‘(t)eglzge;z I. esemény valdszintisége (1 —0,6561 =) 1 pont | +0,0036 +0,0001) =
’ ' =0,3439.
Annak a valoszintlisége, hogy egy elére megjeldlt A Il esemény valoszinii-
taxillus az 4 helyzetben érkezik le, a tobbi pedig 1 pont | ségeazn =4 ésp=0,4
nem: 0,4-0,6° (= 0,0864). paraméterti binomidlis el-
A négy taxillus barmelyike lehet az elére megjelolt, oszlas segitségével:
r r r rror 4
ezert a 1. e3semeny valoszinlisége 1 pont 0,40, 6 = 0,3456 .
(4-0,4-0,6"=) 0,3456. 1
Fentiek alapjan a II. esemény valosziniibb, mint az 1. 1 pont Indoklas nelku{z’ valaszért
ez a pont nem jar.

Osszesen: | 5 pont
7. €) elsé megoldas
GCFA = BDFA, mert CF = FD, és egyenldk a CF, 1 vont
illetve FD oldalukon fekvd szdgeik is. P
Hasonléan ACFA = HDFA (mert CF = FD, és egyen- 1 pont
18k a CF, illetve F'D oldalukon fekvd szogeik is). P
Fentiek miatt AF' = FH és BF = FG, vagyis az ABHG | pont AF =FH és BF =FG és
négyszog atloi kolcsondsen felezik egymast. P AFBZ = HFGZ
Az ABHG négyszdg tehat paralelogramma, 1 pont | ABFA = HGFA
ezért AB = HG, Thalész allitasa tehat valoban igaz. 2 pont

Osszesen: | 6 pont
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7. ¢) masodik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha
Tiikrozziik az abrat az F pontra. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

Ekkor az AG és a BH egyenes egymas tiikorképei
lesznek (hiszen C és D egymas tiikorképei, és mind- 1 pont
két egyenes merdleges a CD szakaszra).

Ebbol kovetkezik,
hogy 4 és H, illetve B

és G egymas tiikorké- I pont
pei,
vagyis az AGHB négyszog kdzéppontosan szimmetri-

1 pont
kus (paralelogramma).
Az AB szakasz tiikkorképe a HG szakasz (ezért egyen- 2 pont

16 hosszuak), Thalész allitdsa tehat valdban igaz.

Osszesen: | 6 pont

8. ) elsé megoldas

Az EF egyenes meroleges az AEHD sikra
(mert merdleges két metszd egyenesére, ezért merod- 1 pont
leges a sik minden egyenesére),

ezért az EF és AH egyenesek, igy az EF és AH

. 1 pont
vektorok is merdlegesek. P

Tehat EF - AH =0. 1 pont

Osszesen: | 3 pont

8. a) masodik megoldas

Vegyiink fel egy koordinata-rendszert, melynek ori-
gbja az A4 csucs, x, y, z tengelye pedig rendre illeszke- 1 pont
dik a B, D, E csucsokra.

Ebben a koordinata-rendszerben

=0 ata 1 pont
EF = (8; 0; 0), AH = (0: 8: 15). pon

EF-AH =8-0+0-8+0-15=0 1 pont

Osszesen: | 3 pont
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8. b) elsé megoldas

Jelolje O az ABCD négyzetnek (és a kup alaplapja-
nak) a kozéppontjat, Q az EFGH négyzet kozéppont-
jat. A kupbol az EFGH sik egy kisebb kupot metsz
ki, amely az eredetihez (kozéppontosan) hasonlo
(a hasonlosag kdzéppontja a P pont).
PO =PO—-00Q=45-15=30,

PO 30 2

igy a hasonlosag aranya — =—=—.
&y &AM " 45 3

2 pont

45

A kisebb kup alapkorének sugara (az EFGH négyzet

J2-8

koré frt kor sugara) OF == — = 42 (= 5,66).

A hasonlésag miatt a koriilirt kap alapkorének a su-
gara ennek az 1,5-szerese: R = 672 (= 8,49).

2 pont

A kortilirt kap alkotoja (az alapkdr sugarabol és a
kip magassagabol Pitagorasz-tétellel)

a=+/(6v2)? +45% =/2097 (= 45,79).

2 pont

A koriilirt kup felszine R*mt+ Rma ~ 1446.9 (teriilet-
egyseg).

1 pont

Osszesen:

7 pont

8. b) misodik megoldas

Jelolje O az ABCD négyzetnek (és a kup alaplapja-
nak) a kozéppontjat, Q az EFGH négyzet kozéppont-
jat. A kapbol az EFGH sik egy kisebb kiipot metsz
ki, amely az eredetihez (kdzéppontosan) hasonlo
(a hasonlosag kozéppontja a P pont).
PO=PO—-0Q=45-15=30,
. e PO 45 3
igy a hasonlosag ardnya — =—=—.

PO 30 2

2 pont

45

A kisebb kup alapkorének sugara (az EFGH négyzet

J2-8

koré frt kor sugara) 7= QF === == 42 (= 5,66).

1 pont

A kisebb kup alkotdja (Pitagorasz-tétellel az EQP ha-

romszogben) [ =+ QE* + PO* =+/932 (= 30,53).

1 pont

A kisebb kup felszine r*m+rnl ~ 643,07 (teriiletegy-
ség).

1 pont

Hasonlo testek felszine a hasonldsaguk ardnyanak
négyzetével egyenld,

1 pont

igy a koriilirt kup felszine kb. 1,5*-643,07 =~ 1446,9
(teriiletegység).

1 pont

Osszesen:

7 pont
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8. b) harmadik megoldas

P

Tekintsiik a kapnak azt a sikmet-
szetét, amely a tengelyére és a
hasab E csucsara illeszkedik.

30

A sikmetszet a VPS egyenld I pont
E[ AQ \c szaru haromszog, O a kup alap-
korének kozéppontja.
15
Fa
¥ 4_0__C_S
A kupot az EFGH négyzet sikja egy, az alapkorrel
parhuzamos siku korben metszi, ennek egyik atmérdje| 1 pont
az EG szakasz (a kor kdozéppontja a O pont).
EG a 8 cm oldali EFGH négyzet atloja, tehat
EG =82 (= 11,31), vagyis a metszetkor sugara 1 pont
OF =42 (= 5,66).
A VOP derékszogli haromszog hasonlo az EQP de-
rékszogli haromszoghdz (a P-nél fekvd hegyesszogiik 1 pont
ko6z0s), hasonldsaguk aranya PO: PO =45:30=3:2.
Az alapkdr sugara tehat OV = 1,5- OE = 6+/2 (= 8,49). | 1 pont
A kup alkotdja Pitagorasz-tétellel:
PV =(65/2)% +45% =2097 (= 45,79). I pont
A koriilirt kap felszine:
(672)2 1+ 652420977 = 1446,9 (teriiletegység). I pont
Osszesen:| 7 pont
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8.¢)

Az ismeretlen befogo hossza legyen b, az atfogo
hossza pedig ¢ (és mindkettd pozitiv egész szam).

A Pitagorasz-tétel miatt 15> +b° = ¢, 2 pont
innen 225=c>—b*> =(c—b)(c+b).
225=3%.5%.
Mivel 0<c—-b<c+b,
ezért a tényezokre bontas lehetdségei: 2 pont
c—=b| 1 |3]5]9
c+b|225] 75145 |25
Mivelc—b+c+b=2c,
ezértc + b és c— b azo-
c lehetséges értékei rendre 113, 39, 25, 17, nO,S p arzttc;lsa Itmiﬁ ’?;Cmd 4
a hozzéjuk tartozé b értékek rendre 112, 36, 20, 8. 2 pont | 1168V esethez lariozik egy-
, W41 g - egy megfelelo derékszogii
Tehat 4 megfeleld derékszogli haromszog van. haromsz6g
Tehat 4 megfelelo derék-
szogul haromszog van.
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo (indoklas nélkiil) felsorolja a 4 megfelel6 derékszogii haromszo-
get, de nem bizonyitja, hogy t6bb megoldas nincs, akkor 3 pontot kapjon. Indoklas nélkiil fel-
sorolt 3 megfelelo haromszogert 2 pont, 2 megfelelé haromszégért 1 pont, 2-nél kevesebb

megfelelo haromszogért 0 pont jar.

9. a)

P

[ 32" —24x+20)dx = [* —12x +20x]; 2 pont

0

Megoldand6é a p’ —12p> +20p =0 egyenlet. 1 pont

; . - 2 _

vaelp >,0, ezért ez ekvivalensa p~—12p+20=0 1 pont | p(p>—12p+20)=0

masodfokl egyenlettel.

Ennek (pozitiv) gyokeia 2 és a 10, 1 vont

ezek tehat a p lehetséges értékei. P
Osszesen: | 5 pont
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9.b)

A zérushelyre vonatkoz6 eldiras miatt
8a+4b+2c+28=0.

1 pont

(A lokalis maximumhelyre vonatkozo eldiras teljesii-
1ésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény deri-
valtja a —4 helyen 0 legyen.)

f'(x)=3ax’ +2bx+c

1 pont

f(~4)=48a—8h+c=0

1 pont

(Az inflexids pontra vonatkoz6 eldiras teljesiilésének
sziikséges feltétele, hogy a fliggvény masodik deri-
valtja a —1 helyen 0 legyen.)

f7(x)=6ax+2b

1 pont

F(=1)=—6a+2b=0

1 pont

8a+4b+2c+28=0
Megoldando6 a 48a—-8b+c=0
—6a+2b=0

egyenletrendszer.

1 pont

Az egyenletrendszer harmadik egyenletébdl b = 3a.
Ezt az els6 két egyenletbe helyettesitve (€s egyszerii-
sitve) a

10a+c=-14

24da+c=0

kétismeretlenes egyenletrendszert kapjuk.
Ennek megoldasa a =1 és ¢ =24, tehat b = 3.

3 pont

(A lokalis maximumhely és az inflexids pont elégsé-
ges feltételének vizsgalata:)

Ha f(x)=x"+3x>-24x+28 (x € R), akkor /" -nek
a—4 zérushelye, és itt f” pozitivbol negativba megy
at, ezért az f~nek valoban lokélis maximumhelye van
—4 -nél;

1 pont

f7(=4)=-18<0

f”-nek zérushelye a —1, és itt f” eldjelet valt,
ezért az f-nek valoban inflexids pontja van itt.

1 pont

fT(-D)=6%0

Osszesen:

11 pont
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