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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt sziniitdl eltéré szinii tollal, olvas-

hatdan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az els6ben a feladatra adhaté ma-

ximalis pontszam van, a javitdo altal adott pontszim a mellette levd téglalapba
kertiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjlik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett

kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

. Hidnyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-

szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetdveé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanvald, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

helyes 1épés: kipipadlas

elvi hiba: kétszeres aldahuzas

szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres alahuzas

rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1épés: szaggatott vagy athuzott kipipalds
hianyos indoklas, hidnyos felsorolas vagy mas hiany: hianyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megoldasoknak az Utmutatd egyes részleteivel
egyenértékii részeit, és ennek alapjan pontozzon.

. A pontozési utmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanuld a hibat elkovette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldand6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkezd részpontszdmokat meg kell adni.

. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal

jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szamol to-
vabb a kdvetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

. Ha a megoldasi utmutatdban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hidnya esetén is teljes értékii a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladd pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazoé ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

. r r r 14 r .. r n . r r r . r r
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, n!, [kj kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhetd tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a  és az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoku egyenlet gydkeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil hasznalhatdk a szadmologépek az
atlag és a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitdsok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyité erejii felhasznalasa (példaul adatok leolvasdsa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valésziniiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
Iékban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir el6 kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszerii és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor I1. részében Kkitiizott 5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszadmat, amelynek értékelése nem fog beszamitani az §sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdzo6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbdl sem dertil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendo
feladat automatikusan a kitizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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L.
1. a)
4.2 4+31.2*-8=0 1 pont
Ez a pont akkor is jar, ha
A kapott egyenlet masodfoku 2* -ben. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.
X X 1

2" =—8 vagy 2 :Z 1 pont
Az els6 eset nem lehetséges (mert 2*>0 minden va- 1 pont
10s x esetén).
A masodik esetbdl (pl. a szigord monotonitas miatt)
= 1 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- | vont
tasokra hivatkozassal. P

Osszesen: | 6 pont
1. b)
sin x(4sin’ x—1)=0 1 pont
sin x = 0 vagy sin” x :i 1 pont
Ha sin x =0, akkor x =km, k € Z. 1 pont
Ha sin’ x =l, akkor sinx = 1 vagy sinx = 1 . 1 pont |sinx| = 1 ,

4 2 2 2

Az elsd esetben -
x:%+k~2n Vagyx:%t+k-2ﬂ:, I pont | tehdt x ="+ km,
a masodik esetben -
x:%chan vagy x:%Jrk-Zn, e 7. 1 pont | vagy x:—g+kn,ke Z
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- | vont
tasokra hivatkozéssal. P

Osszesen: | 7 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo periodussal adja meg az egyenlet megoldasait, de a k € Z feltételt nem em-

liti, akkor ezért osszesen 1 pontot veszitsen.

2. Ha a vizsgazo periodus nélkiil adja meg az egyenlet megolddasait, akkor legfeljebb 5 pontot

kaphat.

3. Ha a vizsgadzo fokokban adja meg az egyenlet megoldasait, akkor legfeljebb 6 pontot kap-

hat.

4. Ha a vizsgazo periodus nélkiil, fokokban adja meg az egyenlet megolddasait, akkor legfel-

jebb 4 pontot kaphat.
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2.a)
Jeldlje n a telepiilések szamat (n > 2).
Az n csucsu teljes graf éleinek szama n(nz— D , I'pont
az n csucsu fagraf éleinek szama n — 1. 1 pont
1 -1
A felirhato egyenlet g n(n=1) =n-1. 1 pont | n?>—7n+6=0 ,
A szGveg alapjan n — 1 # 0, ezzel osztunk 1 pont ennek gyokei a 6 és az 1,
g alap) ’ ’ p de a sz6veg miatt n # 1,
igy a telepiilések szama n = 6. 1 pont
Ellendrzés: A 6 pontu teljes grafnak 15 éle van,
a 6 pontu fagrafnak pedig 5. Tehat valoban a 15 ¢l 1 pont
kétharmadat kellett torolni.
Osszesen: | 6 pont
2. b) elsé megoldas
Osszesen % =45 mérkdzést jatszottak le. 1 pont
(Minden dontetlen 2 ponttal, minden elddlt mérkézés
3 ponttal noveli a csapatok pontszamainak dsszegét.) dontetlenek: x db
Ha x szdmu mérko6zés végzodott dontetlenre, akkor 7 pont eldolt mérkozések: y db
45 — x mérkdzés ért véget valamelyik csapat gydzel- POt 4 y=45¢és
mével. 2x+ 3y =130
A feladat szovege szerint: x-2 + (45 — x)-3 = 130.
Ebbdl x = 5 (tehat ennyi a dontetlenre végzddott mér- 1 vont Az egyenletrendszer meg-
kézések szama). PO olddsa: (x; v) =(5; 40).
Ellendrzés: Az 5 dontetlennel végzddott mérkdzésen
Osszesen (5-2 =) 10 pontot, a 40 elddlt mérkdzésen | vont
0sszesen (40 -3 =) 120 pontot szereztek a csapatok, P
ezért a pontszamaik 0sszege valoban 130 lett.
Osszesen: | 5 pont
2. b) masodik megoldas
Osszesen % =45 mérkdzést jatszottak le. 1 pont
(Minden dontetlen 2 ponttal, minden elddlt mérkézés
3 ponttal noveli a csapatok pontszamainak §sszegét.)
Ha mindegyik mérk6zés valamelyik csapat gydzel- 2 pont
mével végzddott volna, akkor a csapatok pontszamai-
nak 0sszege 45-3 =135 pont lett volna.
Mivel dontetlen esetén mérkdzésenként 1 ponttal ke-
L. N 1 pont
vesebb a csapatok pontszamainak 6sszege,
igy (135 —130 =) 5 mérk6zés végzddott dontetlennel. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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3.a)

A megadott tulajdonsagu hétjegyli szamok szama 1

71 = 5040. pont

Ha mindegyiket egy 0,5 cm x 2 cm-es téglalap alakt

papirdarabra irjuk fel, akkor az 6sszes felhasznalt pa- 1 pont

pirlap teriilete 5040-0,5-2 = 5040 (cm?).

Nyolc darab A4-es papirlap teriilete 1 ¢

8-21-29,7 = 4989.6 (cm?), pon

tehat ennyi papirlap nem lesz elegendo. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo egy Ad-es lap valamilyen konkrét 0,5 cm x 2 cm-es téglalapokra
osztasanak segitségével allitja, hogy a 8 lap nem elegendo, de azt nem igazolja, hogy ennél
tobb kis téglalapra egy Ad-es lap nem oszthato fel, akkor legfeljebb 3 pontot kaphat.

3.b)
Mivel hét szamjegy van
6! = 720 darab olyan szam van a megadott tulajdon- (és egyik sem 0), ezért a
sagu hétjegyli szamok kozott, amelynek elsd szamje- 1 pont | leirt szamok hetede, azaz
gye az 1. 7':7 =720 kezdodik
1-gyel.
721 =6!+1, 1 pont

ezért (a nagysag szerinti rendezés miatt) a keresett

szam a 2-vel kezd6d6 szamok koziil a legkisebb. I pont

Tehat valoban a 2134 567 4ll a 721. helyen. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

3. ¢) elsé megoldas

D B
M
Az abra jeloléseit
hasznaljuk.
Az o-val jelolt (BAC,
400 ¢ BAC és DCA) szogek 1 pont
‘" egyenlék, ezért az
AMC haromszog
egyenld szaru.

B

Az ABC derékszogl haromszogben (a Pitagorasz-té-

1
tel miatt) AC = \29,72 + 212 = 36,4 (cm), pont

21
tovabba tgo=—— (o= 35,3°). *
v g 29.7 ( ) 1 pont

b
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1 pont*
W .
Az AMC haromszog AC alapjahoz tartozd magassaga:
m =A7C-tg0c (= 12,9 cm),
tehat a ketszereien fedett teriilet: Kerekiteit értékeldel szd-
AC-m | _AC tga |~ 234 em?. 1 pont* mo{va k?. 235 cm? adodik
2 teriiletkent.

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

tgo = 2L 1 t
g 29.7° pon
amib6l o = 35,26° és 180° — 20, = 109,5°, 1 pont

tehat a kétszeresen fedett teriilet:
2.2
T =— 2S00 934 em I pont
2sin(180" —2ax)
3. c) masodik megoldas
//lj\ R M,J"r"/i\
a Vv Az 4bra jeldléseit hasz-
B naljuk.
. Legyen DM =x,
7 ekkor (a tengelyes szim- I pont
metria miatt)
AM =MC =29,7 —x.
Az AMD derékszogli haromszogben (a Pitagorasz-té- .
telbél) 212 +x% = (29,7 — x)2. pont
441 = 882,09 — 59,4x | pont
x =~ 7,426 (cm), P
21-7,426
Tamp = T’z 77,97 (cm?) 1 pont
(A kétszeresen fedett rész teriiletét megkapjuk, ha az
ACD derékszdgii haromszog teriiletébdl levonjuk az
AMD héaromszog teriiletét:) 1 pont
Tacm = 2,721 T p = 234 cm?.
Osszesen: | 5 pont
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4. a) els6 megoldas

Az AB szakasz egyenesének egy iranyvektora 1 pont AC egyenesének egyen-
v(10; 5), egy normalvektora n(1; —2). P lete: 53x — 96y =1200,
, _ BC egyenesének egyen-
Az AB egyenesének egyenlete x — 2y = 25. 1 pont lete: 43x — 76y = 1000,
(A C pont koordinatait az egyenletbe helyettesitve:) AC egyenesén nincs rajta
B pont, mert 1250 # 1200,
48 —2-14 #25, 2 pont . .
ezért a harom pont nem illeszkedik egy egyenesre BC egyenesén nincs rajta
) A pont, mert 950 # 1000.
Osszesen: | 4 pont
4. a) masodik megoldas
AB=(10; 5) és BC=(38;21,5) 1 pont | AC = (48; 26,5)
(Egymas utan csatlakozo két vektor kezdo- és vég-
pontjai pontosan akkor illeszkednek egy egyenesre,
ha a vektorok parhuzamosak, azaz elsd és masodik
koordinataik aranya megegyezik.) 2 pont*
Az AB koordinatainak ardnya 2:1,
a BC koordinétainak aranya pedig nem ennyi.
A két vektor nem parhuzamos, 1 vont
ezért a harom pont nem illeszkedik egy egyenesre. P
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.
(Kozos kezddpontbol inditott két vektor esetén a kezdopont és a két végpont pontosan akkor
illeszkednek egy egyenesre, ha a két vektor parhuzamos, azaz elso és mdsodik koordinatdik

aranya megegyezik.) Az AB koordindtdinak ardanya 2:1, az AC koordinatdinak aranya pe-

dig nem ennyi.

4. a) harmadik megoldas

AB =+100+25 =+/125 (= 11,180)

AC = /2304 +702,25 =/3006,25 (= 54,829) 2 pont
BC = /1444 + 462,25 =/1906,25 (=~ 43,661)
Mivel AB + BC > AC,
ezért 1étezik az ABC haromszog. 2 pont
Az A, B, C pontok tehat nincsenek egy egyenesen.

Osszesen: | 4 pont
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4. a) negyedik megoldas
BA=(~10;-5) és BC=(38;21,5) 1 pont
BA=~100+25=+/125 (= 11,180) . .
on
BC = /1444 + 462,25 = /1906,25 (=~ 43,661) P
BA és BC vektorok skaléris szorzatét kétteleképpen
kiszamitva: 1 pont
(—10)-38+(=5)-21,5=~/125-1/1906,25 - cos(ABC L) P
ahonnan ABCZ = 177,1°. | vont BACZ =2,3°
Az A4, B, C pontok tehat nincsenek egy egyenesen. P ACBZ = 0,6°
Osszesen: | 4 pont
4. b)
(Az A és B pontoktdl egyenld tavolsagra levo pontok
halmaza a sikon az AB szakasz felezOmerdlegese.) | vont
Az AB szakasz felezOpontja F(5; —10); a felezémer6- P
leges egyenes egy normalvektora n(2; 1),
egyenlete 2x +y = 0. 1 pont
(A C-t61 1000 méter, tehat 50 egység tavolsagra levo
pontok halmaza a sikon egy C kozéppontu, 50 egység
sugaru kor.) I pont
A kor egyenlete: (x—48)* +(y—14)* =50%.
(A felezémerdleges €s a kor metszéspontjai adjak
meg D lehetséges helyzeteit, tehat) megoldandé a
—2x=y 1 pont
s s , ( egyenletrendszer.
(x—48) " +(y—14)" =50
Az els6 egyenletbdl y-t beirva a masodikba: . Y g 2 14y = 5
(x—48)% +(<2x—14)> =507, pont || =5 =48 | +(y-14"=
amibél a miiveletek elvégzése utan 5x* —40x=0 I pont 5 32420y =0
adodik. 4
Innen x1 =0¢&sx2=8§, 1 pont
majd y1 =0, illetve y2 = —16 adodik 1 pont
(a D pont lehetséges pozicidi tehat (0; 0) és (8; —16)). P
Az AD tavolsag (méterben mért) lehetséges értékei Ha a vizsgdzo nem a va-
20-12,5= 250 vagy lodi tavolsagokat adja
> 5 N 2 pont meg, akkor ezért 6sszesen
20- \/(0—8) +((-12,5)—(-16))" (= 20-8,73) = 175. [ pontot veszitsen.
Osszesen: | 10 pont
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II.

5. a) elsé megoldas

Az els6 dobas eredményét (a sorozat elsé tagjat)
a-val, a masodik dobés eredményét (a sorozat diffe-
renciajat) d-vel jeldlve a sorozat elsé 10 tagjanak 2 pont

Osszege Si0= w =10a + 45d.

Innen 10a + 454 <100, azaz 2a + 94 <20

(ahol a,d € {1;2;3;4,;5;6}). I pont
Ha d > 2, akkor az egyenldtlenségnek nincs gyoke. 1 pont
Had =1, akkor a € {1;2; 3; 4; 5} esetén teljesiil az

egyenldtlenség, tehat 6t, a feltételeknek megfeleld 1 pont

sorozat van.

Osszesen: | 5 pont

5. a) masodik megoldas

Ha a masodik dobas 1, és az els6 dobas 1, 2, 3, 4
vagy 5, akkor a tiz tag 6sszege rendre 55, 65, 75, 85, 2 pont
illetve 95. Ezek mind megfelelnek.

Ha a masodik dobas 1, és az elso dobas 6, akkor a tiz

tag 0sszege 105, ez tehat nem felel meg. I pont

Ha a masodik dobas legaldbb 2, akkor a tiz tag 0sz-
szege legalabb 1 +3 + 5+ ... + 19 =100, tehat ezek 1 pont
az esetek nem felelnek meg.

Osszesen 6t, a feltételeknek megfeleld sorozat van. 1 pont

Osszesen: | 5 pont

5.b)

Ha a négy szamjegy egyforma, akkor szamtani soro-

zatot kapunk. Ez 9 lehetdség. I pont
Szamtani sorozat egymast kdvetd tagjait kapjuk,

ha a négy szamjegy (valamilyen sorrendben):

1,2,3,4; 4,5,6,7; 1 pont
2,3,4,5; 5,6,7,8;

3,4,5,6; 6,7,8,9;

1,3,5,7;

2,4,6,8;

3,5,7,9. 1 pont

(A sorozat differencidjanak abszolutértéke nem lehet
2-nél nagyobb.)

Négy kiilonboz6 szadmjegy 4! = 24 négyjegyli szamot
hataroz meg, ezért a fenti 9 esetben ez dsszesen 1 pont
(9 - 24 =) 216 kiilonbdzd négyjegyii szamot jelent.

Osszesen 9 + 216 = 225, a feltételeknek megfeleld

g 1 pont
négyjegyil szam van.

Osszesen: | 5 pont
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5. ¢) els6 megoldas

Ha Janka 6t6dik dobasa 3 lenne, és ezutan 3 lenne az
atlag, akkor az 6t dobas 0sszege 15 lenne. Az elso
négy dobds 0sszege tehat 12.

1 pont

Ha az 6todik dobas 5 lenne, és ezutan az 5 lenne az
egyetlen modusz, akkor mar az elsé négy dobas kozt
is volt legalabb egy 5-0s.

1 pont

Ekkor (mivel a masik harom dobas dsszege 7) az els6
négy dobas valamilyen sorrendben csak 1, 1, 5, 5
vagy 1,2,4,5vagy 1, 3, 3, 5 vagy 2, 2, 3, 5 lehetett.

1 pont

Ha az 6todik dobas 4 lenne, és ezutan 4 lenne a me-
dian, akkor az el6bb felsorolt négy lehetdség koziil az
1,3,3,5,illetve a 2, 2, 3, 5 nem felelne meg ennek a
kovetelménynek.

1 pont

Az utolso két lehetoség
nem felel meg, mert akkor
nem lehetne az 5 az ot do-
bas egyetlen modusza.

A megmaradt két lehetdség megfelel a moéduszra vo-
natkozo feltételnek is.

1 pont

A megmaradt két leheto-
seg megfelel a medianra
vonatkozo feltételnek is.

Tehat az els6 négy dobas (valamilyen sorrendben)
1,1,5, 5vagy 1,2,4,5 volt.

1 pont

Osszesen:

6 pont

5. ¢) masodik megoldas

Ha Janka 6todik dobasa 3 lenne, és ezutan 3 lenne az
atlag, akkor az 6t dobas 0sszege 15 lenne. Az elso
négy dobds dsszege tehat 12.

1 pont

Legyen az els6 4 dobas nem csokkend sorrendben
felsorolva a, b, ¢, d.

A medianra vonatkozo feltétel miatt (¢ < 3 nem felel
meg, igy) c értéke csak 4 vagy 5 lehet
(c=d=6c¢esetén a + b =0 kellene, ami Iehetetlen),

1 pont

ezért a moduszra vonatkozo feltétel miatt d = 5 lehet
csak (d=6esetén c =5 és a + b =1 kellene, ami lehe-
tetlen).

1 pont

Hac=4,akkor (a+b+c=Tmiatt)a=1,b=2,
tehat az els6 négy dobas (valamilyen sorrendben)
1,2, 4, 5 lehetett.

1 pont

Hac=5,akkor(a+b+c=Tmiatt)a=1,b=1,
tehat az elsé négy dobas (valamilyen sorrendben)
1, 1, 5, 5 lehetett.

1 pont

Mindkét lehetdség megfelel a medianra és a mo-
duszra vonatkozo feltételnek is.

1 pont

Osszesen:

6 pont
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5. ¢) harmadik megoldas

Ha Janka 6t6dik dobasa 3 lenne, és ezutan 3 lenne az

atlag, akkor az 6t dobas 0sszege 15 lenne. Az elso 1 pont
négy dobds 0sszege tehat 12.
Ha az els6 négy dobdas 6sszege 12, akkor az elsd négy
dobas (nem csdkkend sorrendben felsorolva) a kovet-
kezo lehetett:
1,1,4,6; 2,2,2,6;
1, 1,5,5; 2,2,3,5; 2 pont
1,2,3,6; 2,2,4,4;
1,2,4,5; 2,3,3,4;
1,3,3,5; 3,3,3,3.
1,3,4,4;
A moduszra vonatkozo
feltétel miatt nem lehet
A medianra vonatkoz¢ feltétel miatt nem lehetséges az1,1,4,6,az1,2,3,6,
az1,2,3,6,az1,3,3,5,a2,2,2,6,a2,2,3,5, lpont|az1,3,3,5,az1,3,4,4,
a2, 3,3,4, valamint a 3, 3, 3, 3 eset. a2,2,2,6,a2,2,3,5,
a2,2,4,4,a2,3,3,4,
valamint a 3, 3, 3, 3 eset.
A moéduszra vonatkozo6 feltétel miatt a (megmaradt 6t A medianra vonatkozo
eset koziil) nem lehetséges az 1, 1,4, 6,az 1, 3,4, 4 1 pont | feltételnek a megmaradt
ésa?2, 2, 4,4 eset. két eset megfelel.
Tehat az els6 négy dobas (valamilyen sorrendben) 1 ¢
1,1,5,5vagy 1,2, 4, 5 volt. pon
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo indoklas nélkiil megad egy, illetve két lehetséges megoldast, akkor

1, illetve 2 pontot kapjon.
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6. a)
. i= 360 -2rm, azaz
. i °
[ =70, azaz o = p (radian). 1 pont 180°
e
Mivel r=2 cm, ésigy i=(10—-2-2=) 6 cm,
ezért o :g = 3 radian. 2pont | o= 171,9
: 2
A korcikk teriilete: T="=6 cm?. lpont | 7= "N o= 6 cm?
2 360°
A kup alapkdrének sugara: R = ZL = iz 0,95 cm. 1 pont
T T
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo helyesen szamol, de a valaszaiban nem, vagy nem mindenhol tiinteti
fel a mértékegysegeket, akkor ezért osszesen 1 pontot veszitsen.

6. b) elsé megoldas

(Jelolje T a korcikk teriiletét.)

Ez a pont akkor is jar, ha

. e, 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
Mivel =" ési=10-ar, oldishil deril k.
ezért T=M:5r—r2. 1 pont

A T grafikonja egy olyan
parabolanak egy ive,
T(r)=—(r—2,5)%+6,25 (0<r<5) 2 pont* | amely az origoban, illetve
az (5; 0) pontban metszi
az x tengelyt.
A parabola ,, lefelé nyilo”
Mivel az elsd tag nem pozitiv, ezért 7(r) < 6,25. 1 pont* | (mert a foegyiitthato ne-
gativ),
A legnagyobb értékét 7(r) akkor veszi fel, ha ezért T maximumhelye a
(r—2,5)* =0, vagyis r = 2,5 1 pont* | két zérushely szamtani
(ami eleme az értelmezési tartoméanynak). kozepe: 2.5.
Ha r=2,5 cm, akkor i = 5 cm, vagyis i = 2r, 1 pont
ezért ekkor valoban o = 2 radian. 1 pont
Osszesen: | 8 pont
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Megjegyzések:

1. A megoldas elsd két pontjat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo:

Ha a kdzépponti szog o fok, akkor

o (04
i=—-rm,igy 10= — rm+2r,
180 Y T 1g0

Ha a kozépponti sz6g o
radian, akkor

1 pont | i =ra, igy 10=ro+2r,

- e 10-2
amib0l o =180- 10-2r ) amibdél o = r.
rm v
2 2

_ o 5 _10_2r-r2n—5r—r2 - T:OL; _(ao 22r)r _

360 2rm P . r
=5r—r

2. A *-gal jel6lt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo:

A T(r)=5r—r? (0 <r<5) fiiggvény derivaltfiigg-

abszolut) maximumbhelye.

. , 1 pont
vénye: T'(r)=5-2r (0<r<5).
A T fiiggvénynek ott lehet sz¢élsdértéke, ahol a deri- 1
valtfiiggvényének zérushelye van: 5 —2r =0, pont
r=2,5 (és ez eleme az értelmezési tartomanyanak). 1 pont
T'(r) az r <2,5 esetben pozitiv, az r > 2,5 esetben () - _.2 <0a ’teljes er-
pedig negativ, ezért a T-nek a 2,5 (lokalis és egyben 1 pont telmezési tartomanyon,

tehat a T-nek a 2,5 (ab-
szolut) maximumhelye.

3. A *-gal jel6lt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo:

Az x> ax’ +bx+c (a<0,x € R) masodfoka fiigg-

eleme, ezért) az » = 2,5 a T-nek is maximumbhelye.

2 pont
vény maximumhelye _b , pont
2a
ezért az r > 5r—r* (r € R) masodfoku fiiggvény
1 t
maximumbhelye: —iz =2,5. pon
(A 2,5 a T fiiggvény értelmezési tartomanyanak is I pont

4. Ha a vizsgazo a valaszaban (,, bizonyitasaban ) kerekitéssel kapott értékre is hivatkozik, ak-

kor legfeljebb 7 pontot kaphat.
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6. b) misodik megoldas

(Jelolje T a korcikk teriiletét.)
Ha a korcikk kdzépponti szoge 2 radian, akkor i = 2r, 2 pont
igy (i=10—2r miatt) i =5 cm és r = 2,5 cm, pon
tehat 7= 6,25 cm?.
Megmutatjuk, hogy ha a korcikk kdzépponti szoge Ez a pont akkor is jar, ha
nem 2 radian (tehat r # 2,5), akkor a korcikk teriilete 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
kisebb, mint 6,25 cm?>. oldasbél deriil ki.
T:(10—22r)r:5r_r2 1 pont
T,ekintsﬁk az 5r—r* < 6,25 (0 <r<5) egyenlétlen- I pont
seget.
0<r’=5r+6,25

5 1 pont
0<(r—2,5)
Ha r # 2,5, akkor a jobb oldal biztosan pozitiv, 1 ¢
tehat az egyenldtlenség teljesiil. pon
Ezért valoban 2 radian nagysagu kézépponti szog 1 ¢
esetén lesz a korcikk teriilete maximalis. pon

Osszesen: | 8 pont

6. ¢)

Az allitds hamis. 1 pont

Helyes indoklas.

(Konkrét ellenpéldaval: Példaul ha ri0 =3 cm,

i10 =4 cm, akkor Ti0 = 6 cm®. Legyen ekkor

r0=9,5 cm, i20 = 1 cm, akkor T20 = 4,75 cm?,

tehat 710 > T2o.

Analitikus megkozelitéssel: Legyen adott egy tetszo-
leges, 10 cm kertiletii korcikk. Ha € tetszélegesen ki-
csi pozitiv szam, és a 20 cm keriiletli korcikk sugara
r20 =10 — €, akkor i20 = 2€, és igy a teriilete

T2 = (10— e)e = 10e — €.

Ez tetszdlegesen kicsi pozitiv szam lehet, igy kisebb
is lehet, mint a 10 cm kertilet korcikk teriilete.
Gyakorlatias szemlélettel: Legyen adott egy tetszole-
ges, 10 cm keriiletii korcikk. A 20 cm keriiletli kor-
cikk sugara ,,tetszlegesen kozel lehet” a 10 cm-hez,
ezért az ivhossza, és igy a korcikk teriilete is tetszdle-
gesen kicsi pozitiv szam lehet; ez kisebb is lehet,
mint a 10 cm kertileti korcikk teriilete.)

2 pont

Osszesen: | 3 pont
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7. a)
7061d goly6 huzasanak a valoszintisége:
443+ 1 pont
(mindkét hiizas esetén).
3 2
( j =0,09 1 pont
T+s
3 =0,3 (mert >0) 1 pont
T+s 7+s ’ P
innen s = 3 a sarga golyok szama. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

7. b) els6 megoldas

k+7
A k+ 7 golyobol 3-at [ 3 j -féleképpen huzhatunk I pont
ki (Osszes eset szdma).
A piros golyo6t 4-, a zoldet 3-, a kéket k-féleképpen
valaszthatjuk ki (egymastol fliggetleniil), igy harom 2 pont
kiilonboz6 szinti golyot 4 - 3 - k = 12k-féleképpen huz- P
hatunk (kedvezd esetek szama).
A kérdéses valdszinliség: 12k =
k+7 1 pont
3
B 12k B 72k
(k+T)(k+6)(k+5)  (k+T)(k+6)(k+5) I pont
3-2-1
valoban.
Osszesen: | 5 pont

7. b) masodik megoldas

Pé¢ldéul sorban egy piros, egy zold és egy kék golyd
3k 1 pont
k+7 k+6 k+5°

huzésanak a valdszinlisége:

A kiilonb6z6 szinti golydkat més sorrendben is ki-
huzhatjuk. Ekkor a hadrom tort nevezdje nem valtozik,
szdmlalodja pedig valamilyen sorrendben 4, 3 és k lesz
(a szorzatuk tehat allando).

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

A harom kiilonb6z6 szinli golyonak 3!-féle huzasi

sorrendje lehetséges. 1 pont
Y s 4 3 k
A kérdéses valoszintiség: 3!- . ) — I pont
k+7 k+6 k+5
2
72k aloban. I pont

T+ Nk +6)k+5)

Osszesen: | 5 pont
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7. b) harmadik megoldas

(Ha a golyokat megkiilonbdztetjiik, akkor) az dsszes

(egyenlden valoszinii) elemi esemény szama 1 pont
(k+ 7)(k + 6)(k +5).
Egy-egy piros, zold, illetve kék golyot valamilyen
sorrendben 4- 3 - k- 3! kiilonb6zé modon huzhatunk 2 pont
(ez a kedvezd elemi események szama).
o s, 4-3-k-3!
A kérdéses valdsziniliség: = 1 pont
(k+7)k+6)(k+5)
72k aloban. 1 pont

T+ Nk +6)k+5)

Osszesen: | 5 pont

7. ¢)

(A szdveg alapjan k > 3. k darab kék goly6 koziil har-
k
mat (3) -féleképpen huzhatunk ki, és 6sszesen

k+7
[ 3 j -féle huzas lehetséges.)

, . , 2 pont*
Harom kék goly6 huzasanak a valosziniisége tehat

o

)

S o

A feltétel alapjan = ) 1 t* =
P 7\ T (ke + 7Yk +6)(k+5) PO (k+7Y " (k47
3 3 3
k(k—1)(k-2)
3.2.1 _ 72k 1 vont* k(k—l)(k—2)_12k
(k+T)(k+6)(k+5) ~ (k+7)(k+6)(k+5) P 321

3-2-1
Egyszerisités utan (k— 1)(k— 2) = 72 (mert k # 0). 1 pont
A k* =3k —70=0 egyenlet egyik gyoke negativ (—7), | 1 pont
a masik gyoke pedig a megoldas, vagyis k= 10. 1 pont

Osszesen: | 7 pont
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Megjegyzés: A *-gal jelolt 4 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

(A szdveg alapjan k > 3. Elsore T masodikra
k=1 , harmadikra pedig k=2 a kék golyo huzasa-
k+6 k+5 2 pont
nak valdszinlisége.)
Harom kék goly6 huzasanak valdsziniisége tehat
k k-1 k=2
(ezek szorzata, azaz) . . .
k+7 k+6 k+5
A feltétel alapjan
k k-1 k=2 _ 72k 1 pont
k+7 k+6 k+5 (k+7)(k+6)(k+5)
k(k—1)(k—2)="T2k 1 pont
8. a)
Jelolje 4 a Balaton atlagos vizmélységét.
Méterben szamolva 2-10° =76,5-10° -7,7-10° - &, I pont
. 2-10°
innen h = 3 3" 1 pont
76,5-10°-7,7-10
Ez a pont nem jar, ha a
A kért kerekitéssel 4 = 3,4 méter. 1 pont | vizsgdzo nem kerekit,
vagy rosszul kerekit.

Osszesen: | 3 pont
8. b)
Az ebédsziinet nélkiil 6sszesen 11,5 6raig voltak Gton
a kerékparosok. Ha ¢ jeloli (6raban mérve) az ebéd- 1 ¢
szlinetig eltelt iddt, akkor az ebédsziinet utan 11,5 — ¢ pon
orat kerékparoztak.
Ebédsziinet elott 16¢ kilométert, ebédsziinet utan 1
20(11,5 — 7) kilométert haladtak. pont
A teljes megtett utjuk 16¢+20- (11,5 —¢) =205, 1 pont
innen ¢t = 6,25 (6ra). 1 pont
746,25 =13,25; I pont
az ebédsziinetet negyed 2-t0] negyed 3-ig tartottak.
Ellendrzés: 7-t6l negyed 2-ig 16-6,25 = 100 km-t,
negyed 3-tdl fél 8-ig 20- 5,25 =105 km-t, 6sszesen 1 pont
100 + 105 =205 km-t kerékparoztak.

Osszesen: | 6 pont
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8.¢)
A Folq lfozeppontj an (0),”B§11at0nf,11mad1n (A) és ]?a— Ez a pont jdr egy megfe-
latonvilagoson (V) atmend sik a Fold egy gombi f6- 1 pont vz
. ; lel6 dbraért is.
korét hatarozza meg.
4 T
o
1 pont
0
Az abran o jeloli az AOV korcikk AV ivéhez tartozo
kozépponti szdget, VT szakasz a jelzdoszlopot.
A jelzéfény Balatonalmadiban éppen lathato, ha 74
egyenese a kdrnek egy érintdje, azaz OATL = 90°.
Jeloljiik a rovidebb 4V koriv hosszat i-vel.
i *
Ha R a Fold sugara, akkor ¢ , I pont
2Rt 360°
. 180°-7 180°-12,7
innen o | = = — | =0,114°. 1 t*
{ Rt 6370w j pon
Az OAT derékszogli haromszogben
*
or=-22 = 6370013 (km). I pont
[
A jelzbéoszlop (legkisebb) vizfelszin feletti magassaga | vont
VT = 6370,013 — 6370 (km), P
azaz kb. 13 méter. 1 pont | kb. 12,7 méter
Osszesen: | 7 pont
Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo o= 0,11°%kal vagy o= 0,1°-kal szamol, és igy a jelzooszlop magassdagara
kb. 12 métert (11,7 métert), illetve 10 métert (9,7 métert) kap, akkor emiatt 6sszesen I pontot
veszitsen.

2. A *-gal jel6lt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo.

Az AT szakasz hossza (az
A (kisebbik) AV koriv és az AT szakasz hossza jo ko- adatokat pontos értékek-
zelitéssel megegyezik (12,7 km), mert az AV koriv a kent kezelve) koriilbeliil
Fold fokoréhez képest ,,nagyon kicsi” (mert nagyon 12,70002 km, azaz kb.
kicsi az AOV korcikk a kozépponti szoge). 2 cm-rel hosszabb, mint a
12,7 km hosszu AT iv.

2 pont

Az OAT derékszogli haromszdgben felirjuk a Pitago-
1 t
rasz-tételt: OT = 6370 +12,7% = 6370,013 (km). pon
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9. a)

Cigaz 1 pont

B, D, E, F hamis 2 pont*
Osszesen: | 3 pont

Megjegyzeés: A *-gal megjeldlt 2 pontbol hibas valaszonként 1 pontot (de legfeljebb 2 pontot)

veszitsen a vizsgazo.

9. b) elsé megoldas

Az Jx1; O[ intervallumban az a fiiggvény szigoruan
monoton csokkend, ezért a derivaltfliggvényének itt

negativnak kell lennie. A b jelti fiiggvény azonban az 2 pont

egész |x1; O intervallumon pozitiv,

ezért nem lehet az a derivaltfiiggvénye. 1

Az A allitas tehat valoban hamis. pont
Osszesen: | 3 pont

9. b) misodik megoldas

A ]0; x2[ intervallum egy pontjaban a c-nek zérushe-

lye van, és itt a ¢ fliggvény eldjelet valt. Az A 4llitas )

szerint tehat a b-nek itt lokalis szélséértéke van. Ez pont

nem teljesiil,

tehat a ¢ fliggvény nem lehet a b derivaltfliggvénye. 1 ¢

Ezért az A 4llitds valéban hamis. pon
Osszesen: | 3 pont

9. b) harmadik megoldas

Az a fiiggvény a teljes értelmezési tartomanyban

konvex, ezért a masodik derivaltfiiggvényének min- )

deniitt pozitivnak kell lennie. A ¢ fliggvény azonban pont

nem ilyen,

ezért nem lehet az @ masodik derivaltfiiggvénye. 1

Ezért az A 4llitds valéban hamis. pont
Osszesen: | 3 pont
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9.¢)
2
Az y=— egyenletll parabola az y = 4 egyenletii
4 1 pont
egyenest x = 4-ben (és x = —4-ben), az y = 1 egyen-
letli egyenest x = 2-ben (és x = —2-ben) metszi.
p <4 esetén a parabola legfel-
jebb a BCD derékszogii ha- A D /
romszoget (a téglalap ,,felét”)
vaghatja ketté. Ezért csak a 2 vont
téglalap tertiletének felénél ki- P
sebb részt vaghat le a parabo- 3C
laiv a téglalapbdl. R
Tehat p > 4 sziikséges.
: /o
A H/y=4
Legyen F(2; 1), G(4; 1) és
H(4; 4), Ez a pont jar a megfelelo
e lpont |, "%
tovabba legyen B £ G abraert.
P(2;0) és O(4; 0). y=T
I P QO X
-1
Y
. A H,
A parabolaiv alatti teriilet a
[2; 4] intervallumon:
4 2 374 1 pont
T,= Ix—dx -] = B E G
4 12
2 2
1 P 0 x
=1
64-8 14
= = 1 pont
12 3
a sikidomnak az y = 1 egyenletii egyenes feletti része
pedig T = %—2-1: % teriiletli (7, és az FPQG tég- 1 pont
lalap teriiletének kiilonbségeként adodik).
A HA, AB, BF szakaszok és a parabolaiv altal hata-
rolt sikrész teriilete:
g 78 1 pont*
Io=Tupun—T1=4-3——=—.
3 3
Az egész ABCD téglalap teriilete ennek a kétszerese:
56 *
TaBcp = 3 (=4B-p), I'pont
56
; Typcp _ 3 _56 1 pont*
1 = ==
P4 T3 9
Osszesen: | 10 pont
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A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo:

y
Az FC, CD, DH szaka- 4
szok és a parabolaiv altal
hatarolt sikrész teriilete 1 pont
8 +3(p-4). B
3
1

-1
Az ABCD téglalap teriilete ennek a kétszerese:
Dr6(p=4)=3p. I pont

p 56

Ebbdl p = o 1 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a p <4 eset vizsgalataval nem foglalkozik, hanem csak a kapott
eredménybdl tekinti igazoltnak, hogy p > 4, akkor legfeljebb 8 pontot kaphat.
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