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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1.

Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgdz6 altal hasznalt szin(itdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhaté ma-

ximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszim a mellette levd téglalapba
kertiljon.

. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett

kipipélassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

. Hidnyos/hibas megoldés esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-

szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kdvethetévé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megolddsban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanval6, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

helyes 1épés: kipipdlas

elvi hiba: kétszeres alahuzas

szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhiizas

rossz kiindulo6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy athuzott kipipalds
hianyos indoklas, hianyos felsorolds vagy mas hiany: hidnyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1.

Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktodl eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az Gtmutatd egyes részleteivel
egyenértéki részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

. A pontozasi itmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az utmutaté masképp nem

rendelkezik. Az adhat6 pontszdmok azonban csak egész pontok lehetnek.

. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar

pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

. Elvi hibat kdvetden egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatoban kettds vonal

jelzi) a formadlisan helyes matematikai Iépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindulé adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kdvetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

. Ha a megoldasi ttmutatdban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,

akkor ennek hidnya esetén is teljes értékll a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhato.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

n
kivonas, szorzas, osztas, hatvdnyozas, gyokvonas, n!, (k} kiszdmitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhet6 tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a w €s az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoka egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indoklés nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek az
atlag és a szords kiszdmitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito ereju felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valészintiségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
1ékban megadott helyes valasz is elfogadhat6.

Ha egy feladat szovege nem ir el0 kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszeri és helyes kerekitésekkel kapott rész- €s végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében kitiizott S5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbdl sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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1. a)

(A paralelogramma teriiletét megkapjuk, ha az ABCD
négyzet teriiletébol levonjuk a négy derékszogi ha-
romszog teriiletét.)

D 2z G 44— 2:CC
4—x ’
F 1 pont
H
4—x
A 4-2z F 2z B
BF=DH=4—-x¢ AE=CG =4 - 2x.
T(x) = 16—2”(4_2’“)—2.2"(42_)6) 1 pont
T(x)=16—4x+2x> —8x+2x’ 1 pont
Osszevonas utan: T(x) = 4x> —12x+16, 1
S TS pont
ami a bizonyitand¢ allitas volt.
Osszesen: | 4 pont
1. b) elsé megoldas
T(x) = A" =3x+4) =4(x—1,5) +7 2 pont
A masodfoku tag egyiitthatoja pozitiv,
ezért a T-nek minimuma van az x = 1,5 helyen 2 pont
(ami a 0 < x < 2 feltételnek megfelel).
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgdzo, ha megdllapitja, hogy a 4x* —12x+16
kifejezésnek minimuma van (mert a foegyiitthato pozitiv), és akkor minimalis, ha

b 12

x= =5 " 1,5 (amia 0 <x < 2 feltételnek megfelel).

24

1. b) masodik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

T-nek ott lehet minimuma, ahol az elsé derivaltja 0. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.
T'(x)=8x—12=0 1 pont
x=1,5(ami a 0 < x <2 feltételnek megfelel). 1 pont
4 , , .
T7(1.5) = 8 > 0 miatt AT n’egatzvbolp?zztzv{)a
) ; .. 1 pont | megy dt x = 1,5-nél, ezért
itt valéban minimuma van 7-nek. e
T-nek itt minimuma van.
Osszesen: | 4 pont
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1. €) els6 megoldas

D G C
1,25
Az abra jel6léseit hasznaljuk. F
(Mivel x = 1,25, ezért) | pont
HA=125¢ésAE=4-2-1,25=1,5, P . -
BE=2,5é BF=4—-125=275. o ’
’ onNE/B
A 1,5 E 2,5 B
A HAE derékszogli haromszogben
,25 5 1 pont
tgo=—"2=> (= 0,833). P
g 15 6 ( )
2,75
Az FBE derékszogii haromszogben: tg= X =L1.| 1 pont
Addicios képlet szerint:
s, 1
~ o 4 ~ o to (o + = ¢ =
o= 39,8° és B~ 47,7°. 1 pont |tg(ct+B) R
6 10
=232
o+ B~ 87,5° ezért € = 92,5°. 1 pont
(A paralelogramma szemkdzti szogei egyenlok,
szomszédos szogei pedig kiegészitd szogek, ezért) 1 pont
a paralelogramma szogei: 87,5°, 92,5°, 87,5°, 92,5°.
Osszesen: | 6 pont
1. ¢) masodik megoldas
Az a) feladat szerint a paralelogramma teriilete
(m-ben) T(1,25)=4-1,25 —12-1,25+16=7,25. | ! Pont
Az abra jeldléseit haszndlva:
HA=125¢ésAE=4-2-1,25=1,5, 1 pont
BE=25¢ BF=4-125=275.
HE =1,25" +1,5" (= 1,953) J61 V221
lpont| HE=—— FEF=——
EF =+2,75* +2,5" (=3,717) 4 4
A paralelogramma egyik sz0gét jelolje o.
Vel V221
A paralelogramma tertilete: 7 = T T ne, 1 pont
- 7,25-16
amibdl sin g =—22=— (= 0,9991).
°- V61-221
Ebbdl ¢ =~ 87,5° vagy @ = 180° — 87,5° = 92,5°. 1 pont
A paralelogramma szogei: 87,5°, 92,5°, 87,5°, 92,5°. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
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2. a)
Jel6lje a mértani sorozat hanyadosat q.
qs (: ﬁj =32 1 pont
12
innen pedig g = 2. 1 pont
A sorozat elsO hat tagja tehat % ,3,6, 12,24 és 48, 1 pont
ezek atlaga 15,75. 1 pont
Az ett6l mért atlagos abszolut eltérés:
11,5-15,75|+|3—15,75|+..+ |48 —15,75| _ 1 pont
- =
=13,5. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
2.b)
A 12 haromféleképpen allithato eld 1-nél nagyobb ) ¢
szdmjegyek szorzataként: 12=6-2=4-3=3-2-2. pon
A szamjegyek Osszege akkornlesz’ 12’, ha ezen szam- E= a pont akkor is jar, ha
jegyek mellett’ még megt}:lelo szami 1-es szamj ,eg}/et 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
tartalmaz a szam. (TetszOleges szamu 1-es hozzavé- oldashol deviil ki
telével a szamjegyek szorzata tovabbra is 12 marad.) )
Olyan szam, amely 1 db 6-ost, 1 db 2-est, valamint
(12 -6 -2 =) 4 db 1-est tartalmaz, 6-5 (= 30) db van. 1 pont 6! (=30)
(A 6-ost hat helyre tehetjiik, a 2-est a fennmarad6 4!
0t hely barmelyikére.)
Olyan szdm, amely 1 db 4-est, 1 db 3-ast, valamint I pont ! (=42)
(12—4—-3=)5 db 1-est tartalmaz, 7-6 (= 42) db van; 5!
olyan pedig, amely 2 db 2-est, 1 db 3-ast, valamint
(12—-2-2-3=)5db l-est tartalmaz, 8!
8 2 pont 2131 (=168)
[2)6 (= 168) db van. C
Osszesen tehat 30 + 42 + 168 = 240 olyan szdm van, 1 pont
amely a feltételeknek megfelel.
Osszesen: | 7 pont
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3.a)
1LY 1 (1Y
_.(_) +_.(_) =324 1 pont
3\3 9\9
N1y 1)1
-
3 9 3 9)\9
471y 2 pont
azaz —-(—j =324,
9
(l)x =729 1 pont
9
(729 =9° és az exponencialis fliggvény kolcsonds 1 vont | *= log, 729=-3
egyértelmiisége miatt) x = 3. P 9
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara hi-
. 1 pont
vatkozdssal.
Osszesen: | 6 pont
3. b) elsé megoldas
(Négyzetre emelve:)
6x—24=2x—-74+1-2~2x—-7 I pont
2+/2x -7 =18—-4x 1 pont
(Kettovel osztva, négyzetre emelve és rendezve:)
2x—7=81-36x+4x", 1 pont
azaz 4x* —38x+88=0.
A masodfoku egyenlet egyik gyoke x =4, és ez kielé- 2 pont
giti az eredeti egyenletet (mindkét oldal értéke 0). P
A masik gyok x = 5,5. Behelyettesitéssel lathato,
hogy ez nem megoldésa az eredeti egyenletnek 2 pont
(a bal oldal értéke 3, a jobb oldal értéke 1).
Osszesen: | 7 pont
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3. b) masodik megoldas

Ertelmezési tartomany: x > 4.

Ezen a halmazon mindkét oldal nemnegativ, 1 pont
igy a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

6x—24=2x-T+1-2~2x—-17 1 pont
2+/2x -7 =18-4x 1 pont

A bal oldal nemnegativ, ezért sziikséges, hogy a jobb
oldal is nemnegativ legyen, tehat x < 4.,5.

A kapott egyenlet mindkét oldala nemnegativ a 1 pont
[4; 4,5] halmazon, ezért itt (2-vel osztas utan)
a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

2x—7=81-36x+4x",

1 pont
azaz 4x* —38x+88=0. P

A masodfoku egyenlet gyokei x =4 és x =5,5. 1 pont

Az 5,5 nem eleme a [4; 4,5] halmaznak, a 4 viszont
igen, és mivel ezen a halmazon ekvivalens atalakita-
sokat végeztiink, ez egyben az egyenlet egyetlen
megoldésa.

1 pont

Osszesen: | 7 pont

3. b) harmadik megoldas

Ertelmezési tartomany: x > 4. 1 pont

Jox—24+1=2x-7

) 1 pont
Négyzetre emelve: 6x —24+2/6x-24+1=2x-7. P

V6x-24 =8-2x 1 pont | \/6(x—4) =2(4—x)

(Behelyettesitéssel lathatd, hogy) x = 4 megoldasa

%
az egyenletnek ¢€s az eredeti egyenletnek is. I pont
(Az értelmezési tartomanyon) a V6x — 24 =8 —2x Ha x > 4, akkor az egyen-
egyenlet bal oldala szigorian monoton novekedo, 2 pont* |let bal oldala pozitiv, jobb
a jobb oldala pedig szigorian monoton csdkkend, oldala pedig negativ,
ezért 4-nél nagyobb szam
ezért mas megoldasa nincs az egyenletnek. 1 pont* |nem lehet gyoke az egyen-

letnek.

Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: A *-gal jelzett pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

Az egyenlet bal oldalan nemnegativ szam 4all,

ezért a jobb oldalon is ennek kell teljesiilnie: 1 pont

8 —2x >0, vagyis x < 4. 1 pont

Ezt az értelmezési tartomannyal dsszevetve adodik,

hogy csak x = 4 lehet megoldésa az egyenletnek. I'pont

Behelyettesitéssel lathato, hogy a 4 valoban megol-

dasa az eredeti egyenletnek. I pont
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4. a)

A —— 1 pont
A 6 cm
Az abra jeloléseit hasznaljuk.
A gula ABC alaplapjanak kozéppontja (stlypontja) S.
DS merdleges az alaplapra, a feltétel szerint pedig
SBD/ =30°.
BS az ABC szabalyos haromsz6g magassaganak
(stlyvonalanak) kétharmada:
2 pont
23
BS=§-7~6=2x/§ (= 3,46) (cm).
A gula testmagassaga DS = BS -tg30°=2 (cm). 1 pont
Az ABC haromszdog teriilete:
AB* N3 63 1 pont
T= = =93 (= 15,59) (cm?). P
4 4
A gula térfogata: | = r-DS =633 (= 10,4) cn?’. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
4. b)
Ha az 1-es, a 2-es és a 3-as dobas valosziniisége p, Ez a pont akkor is jar, ha
akkor a 4-es dobas valoszinilisége Sp I pont |ez a gondolat csak a meg-
) oldasbol deriil ki.
, 1
P+P+P+5P:8P=1aezeﬁp=§- 1 pont
(A dobott szamok Osszege akkor lehet 6, ha az egyik
tetraéderrel 2-t, a masikkal pedig 4-et, vagy ha mind-
kettdvel 3-at dob a blivész.)
Annak a valosziniisége, hogy az egyik tetraéderrel 1 pont
2-t, a masikkal pedig 4-et dob a biivész,
10
2-p-5p=10p* = —,
p-op p 64
annak a valdszinlisége pedig, hogy mindkét tetraéder-
1 1 pont
rel 3-at dob, p.p=p>=—. p
p-P=Dp 64
A kérdezett valosziniiség ezek dsszege: ;(z 0,172). 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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I1.

5. a)

(A szakaszok hosszat cm-ben mérve)

2a+c=18miattc=18 27 =4. I pont
_ . 33-7-4
a+2b+c=33miatt p=" " =11. 1 pont
A téglatest térfogata: abc =7-11-4 = 308 cm’. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
5. b) elsé megoldas
(A térfogatot az egyik ¢l hosszanak segitségével
fejezziik ki.)
2a+c=18
A 1 pont
a+2b+c=33
egyenletrendszer elsd egyenletébdl: ¢ = 18 — 2a.
A masodik egyenletbe helyettesitve:
2b=33-a—-c=33-a—-(18-2a)=a+ 15,
1 pont
ezért b="2+7,5.
2
V:abc:a(%+7,5j(18—2a) 0<a<9) I pont
A V(a)=a ﬁ+7,5 (18—2a); 0 <a<9 Ez a pont akkor is jar, ha
2 1 pont |ez a gondolat csak a meg-
fliggvénynek ott lehet maximuma, ahol V’(a)=0. oldasbol deriil ki.
V(a)=—-a’-6a’+135a 1 pont
V(a)=-3a" —12a+135=-3(a’ +4a—45) | pont
a’+4a—-45=0 gyokei 5 és—9 1 pont
(a —9 nem lehetséges, az 5 pedig megfelel). P
Az a=>5 helyen a V' fiigg-
V7(a)=—6a—12¢ésigy V"(5)<0, I pont vény pozitivbdl negativba
tehat V-nek (abszolit) maximuma van a = 5-nél. megy at, ezért itt V-nek
maximuma van.
A téglatest térfogata maximalis (400 cm?), 1 vont
ha éleinek hosszaa=5cm, b =10 cm és c =8 cm. p
Osszesen: | 9 pont
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5. b) masodik megoldas

(A térfogatot az egyik €l hosszanak segitségével fe-

jezziik ki.)

A 4 _'éz :i _ ;i} egyenletrendszer két egyenleté- I'pont
nek kiilonbségébdl: a — 2b =15, vagyis a = 2b — 15.

Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy ) ¢
c=18-2(2b— 15)=48 — 4b. pon
A téglatest térfogata V' = abc = (2b— 15)b(48 — 4b) 1 pont

(ahol 7,5 <b < 12).

A V(b)=4b(2b—15)(12-b); 7,5<b< 12 Ez a pont akkor is jar, ha

. . b 1 pont |ez a gondolat csak a meg-
fiiggvénynek ott lehet maximuma, ahol V’(b) = 0. olddshol deriil ki

V(b)=-8b>+156b>—720b 1 pont

V'(b)=-24b" +312b-720 = 24(=b"> +13bh - 30) 1 pont

—b*+13b-30=0 gyokeia l0ésa3 (a3 nincsaV

értelmezési tartomanyéban, a 10 pedig megfelel). I pont

V"(b) = 24(=2b +13) és
I pont | V”(10)=-168<0, ezért
V-nek itt maximuma van.

A b=10 helyen a V' fiiggvény pozitivbol negativba
megy at, ezért itt V-nek (abszolit) maximuma van.

A téglatest térfogata maximalis (400 cm?),

ha éleinek hossza b=10cm, a=5cm és ¢ =8 cm. I'pont

Osszesen: | 9 pont

Megjegyzések:
1. Ha a vizsgazo valaszait mértékegység nélkiil adja meg, akkor ezért a feladatban ésszesen
1 pontot veszitsen.

2. V(e)= %(c3 —66¢” +864c) , ahol 0 < c < 18;

V'ic)= %(02 —44c+288);

A ¢ —44c+288=0 egyenlet gyokei 8 és 36
(a 36 nincs a V értelmezési tartomanydban, a 8 pedig megfelel);

V"(c) 2%(0—22) és V"(8)=-10,5<0.
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5. ¢) elsé megoldas

8
A téglatest 8 csucsa 0sszesen ( j: 56 haromszoget
3 1 pont
hatdroz meg.
Ezek kozil le kell vonni azokat, melyeknek sikja
egybeesik a téglatest valamelyik lapjanak sikjaval.
: S . . . 2 pont
Mind a hat lapon négy ilyen haromszdg van, 6ssze-
sen tehat 24.
A megfelel6 haromszdgek szama (56 — 24 =) 32. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

5. ¢) masodik megoldas

(A feladat szerint nem véalaszthat6 olyan haromszog,
amelynek két oldala a téglatest két élével azonos.)
Ha a haromszog egyik oldala a téglatest egy éle,
akkor ennek két végpontjahoz kétféleképpen valaszt- 1 pont
hatjuk a hdromszog harmadik csucsat (mert a kiva-
lasztott élben csatlakoz6 két lap egyik csuicsa sem va-
laszthatd a haromsz6g harmadik cstcsaként).

(A téglatestnek 12 ¢€le van, ezért) ilyen haromszogbol

Osszesen 122 =24 darab van. I'pont

Ha a haromszognek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik élével azonos, akkor mindharom
oldala a téglatest egy-egy lapjanak atloja.

A téglatest egy adott csucsabol kiindul6 harom ¢l 1 pont
nem kozos végpontjai egy megfeleld haromszoget
hataroznak meg. (A téglatestnek 8 csucsa van, ezért)
ilyen hdromszogbdl 8 darab van.

A megfeleld haromszogek szama 24 + 8 = 32. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

5. ¢) harmadik megoldas

A téglatest ,,also” lapjardl két szomszédos csucsot
4-féleképpen valaszthatunk, ezekhez a feltételnek
megfelelden a ,,fels6” lapjarol 2-féleképpen valaszt-
hatjuk a harmadik csucsot.

1 pont

Az also laprol két atellenes csucsot 2-féleképpen
valaszthatunk, ezekhez a felsé laprol 4-féleképpen 1 pont
valaszthatjuk a harmadik cstcsot.
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Tehat (4-2 + 2-4 =) 16 megfeleld haromszdg van,
melynek az alsé lapon van két csucsa, €s ugyanigy
16 megfeleld haromszog van, melynek a felsé lapon
van két csucsa.

1 pont

Osszesen tehat 32 megfeleld haromszog van. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

S. C) negyedik megoldas

A téglatest egy kivalasztott testatlojanak két végpont-
jéhoz a téglatest maradék 6 csucsanak barmelyike va- | 1 pont
laszthat6 a haromszdg harmadik csucsdnak.

(A téglatestnek 4 testatloja van, ezért) ilyen harom-

sz0gbdl Osszesen 6 -4 = 24 darab van. 1 pont

Ha a haromszdgnek nincs olyan oldala, amelyik a
téglatest valamelyik testatloja, akkor (nincs olyan ol-
dala sem, amelyik a téglatest valamelyik éle, ezért) 1 pont
mindharom oldala lapatlé.

Ilyen hdromszogbdl 8 darab van.

A megfeleld haromszogek szama 24 + 8 = 32. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

6. a)

A haromszog kertilete 30 egység.

Jeldlje az oldalak hosszat x, x és 30 — 2x. I pont
A szOréas miatt:
\/ (10— x)’ +(1()—3x)2 Q=208 L o 1 pont

200—40x+2x> =18 J2(10-x)* =32
2x* —40x+182=0 Ipont | f10_x) =3

x2=20x+91=0

|10 -x|=3
x="7vagyx=13 1 pont
A haromszdg oldalai az elsé esetben 7, 7, 16 egység, 1 ¢
a masodik esetben 13, 13, 4 egység. pon
Ellendrzés: Az els eset nem lehetséges, mert nem
teljesiil a haromszdg-egyenlotlenség. A masodik eset
lehetséges, mert teljesiil a hdromszog-egyenldtlenség 1 pont

3 +3°+6
(és a szoras 3 =18 =32 valéban).

Osszesen: | 6 pont

1912 irasbeli vizsga 13/20 2019. majus 7.



Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

6. b)
Az e egyenes az x tengelyt a D(—4; 0) pontban 1 pont d c
(az y tengelyt pedig a (0; 3) pontban) metszi. p °
(Keressiik BC és az e egyenes M metszéspontjat.) 1 vont
A BC egyenes egy normalvektora (4; 3), p

lete 4x + 3y = 24. 1 pont
egyenlete 4x + 3y p L =
A BC és az e egyenes M metszéspontjat a Az elsé egyenletbdl
doty=24 egyenletrendszer megoldésa adja x=6-0,73y, amit a md-
3x—4y=-12 &y g 18- 1 pont | sodikba helyettesitve:
Az elso egyenlet 4-szeresének és a masodik egyenlet 18 -6,25y =-12.
3-szorosénak 0sszegét véve: 25x = 60. 6,25y =30
x=2,4¢ y=48, tehat M(2,4; 4,8). 1 pont
A DBM héaromszdg teriilete: 10-4,8 =24. 1 pont

. . .. .. 12-8
Mivel az ABC haromszdog teriilete: ——— =48,
2 1 pont

az e valoban felezi az ABC haromszog terliletét.
(A Pitagorasz-tételbél) AC=v6"+8" =10, 1 pont
az ABC haromszog keriilete ezért 2-10 + 12 = 32.
BM=+/3,6"+4,8" =6, DB+BM=10+6= 16, 1 pont
tehat az e egyenes valoban felezi az ABC haromszog 1 pont

kertiletét is.

Osszesen: | 10 pont

7. a)
Az 1. 4llitas hamis. 1 pont
Az 6t szamjegy kozott biztosan lesz harom azonos
paritasu, igy az ezeknek megfeleld csucsok egy ha- 1 ¢
rompontu kort alkotnak a grafban, ezért az nem lehet pon
fagraf.
A 1. 4llitas igaz. 1 pont
Egy megfeleld példa.
(Ha példaul egy paros és négy paratlan szamjegyet
irunk le, akkor a paros szamnak megfeleld csucs a 1 pont
grafban izolalt pont lesz, ezért ez a graf nem Ossze-
fiiggd.)

Osszesen: | 4 pont
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7.b)

Legyen a célallomasok szama a két évvel ezeldtti
idépontban n, jelenleg pedig 1,51 (n igy paros).

Jelenleg m, két éve %m

n 1,5n 1 pont
A jératok szdma korabban 5 volt, jelenleg E célallomds esetén:
2
. (n 1,5n —m m
A feltétel szerint +60= . lpont | |3 [+60= )
2 2 2
2
2 (2
n(n-1) _1L,5n(1,5n-1) m(m—l}
s +6O——2 Ipont| 3 (3 +6O:m(m—1)
2 5 5 1
Nullara rendezve: 0=1,25#"—0,51—120. 1 pont | 0 =gm —gm —-120

Ennek egyik gyoke —9,6, ami nem megoldasa
a feladatnak, a masik gyoke pedig 10.
Jelenleg (10-1,5 =) 15 célallomasra kozlekednek. 1 pont
Ellendrzés: két éve 45, jelenleg 105 jaratot kozleked-
tetnek, €s 105 =45 + 60 valdban igaz.

A —14,4 nem megoldas,

I pont a masik gyok pedig 15.

1 pont

Osszesen: | 7 pont

n
Megjegyzés: Ha a vizsgazo az (2} értékeinek felsorolasa (1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55,

66, 78,91, 105, ...) alapjan megallapitia, hogy 10 korabbi és 15 jelenlegi célallomas megfelel
a feladat feltételeinek (10 - 1,5 = 15, illetve 105 — 45 = 60), akkor erre a gondolatmenetére

3 pontot kapjon.

Tovabbi 4 pontot kapjon, ha bizonyitja, hogy nincs mds megolddsa a feladatnak.

Példaul: Az n (a feladat szovege alapjan) paros, ezért n =2k és 1,5n =3k (k € N¥).

(3"}_(2"}2 Sk(k 0.2
2 2 — ( ” )(2p0nt);

ami k> 1 esetén szigoruan monoton névekszik (1 pont), tehat mas megoldas nincs (1 pont).

7. ¢)

A modell szerint 0,968 annak a valdszintisége,
hogy valaki megjelenik az indulasnal.

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

Annak a valosziniisége, hogy 169 utas jelenik meg:

170
P(169) = 10,968'%°.0,032 = 0,022. I pont
169

Annak a valoészintisége, hogy 170 utas jelenik meg:

1 pont
P(170) = 0,968 = 0,004, pon
Annak a valosziniisége tehat, hogy legfeljebb 1 vont
168 utas jelenik meg: 1 — P(169) — P(170) = 0,974. P
A légitarsasag altal fizetendd kartérités varhatod I pont

értéke: P(169)-600 + P(170)- 1200 ~ 18 curo.
Osszesen: | 5 pont
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8.a)
" =5n+10 By
Megoldand¢6 az - egyenlet. I pont
Nullara rendezve n* —5n-42=0.
Ennek a gyokei (kb. 9,45 és —4,45) nem egészek, 1 pont
igy nincs olyan sz6, amelyért 26 pontot kap a jatékos. 1 pont
Osszesen: | 3 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgdzo, ha megallapitja, hogy a kilencbetiis szoért
23, a tizbetiisért 30 pont jar (1 pont), majd a b) feladat allitasara hivatkozva (1 pont) bizonyi-
tottnak tekinti, hogy 26 pont nem kaphato (1 pont).

8. b)
Harombetlis szoért (a képlet alapjan) 2 pont jar, 1 pont
¢s ez tobb, mint a kétbetlis szoért jard 1 pont. P

_ n* —5n+10 ) Ez a pont akkor is jar, ha
Legyen f(n) T 5 (aholn =3 ésneN). 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
Igazolni kell, hogy f(n + 1) > f(n). oldasbol deriil ki.

2 2
f(n+1)=(n+1) —5(n+1)+10=n —3n+6’ I pont*
2 2
n”* =3n+6 n*—5n+10 5 ) ,
az > > 5 egyenl6tlenséget (ekvi-
valens 1épésekkel) atrendezve n > 2 adédik. 1 pont*
Ez (n > 3 miatt) teljesiil, ami éppen azt jelenti,
hogy hosszabb sz6ért tobb pont jar.
Mivel n° —5n= n(n—>5) két ellentétes paritasu 2 pont
tényezd szorzata, ezért paros, tehat /() egész szdm.
Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.
Teljes négyzetté alakitassal kapjuk, hogy

f(n)=0,5n-2,5)*+1,875.

1 pont

Az xH—0,5(x-2, 5)2 +1,875 masodfoku fiiggvény
szigortian monoton novekedd, ha x > 2,5. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy f(n + 1) > f(n) is teljesiil,
han>3ésneN.
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8. ¢) els6 megoldas

2
—5n+1 +1
Megmutatjuk, hogy az n—5n+10 =2+ mim+1) Ez a pont akkor is jar, ha
2 2 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
egyenletnek minden m € N paraméter esetén van olddasbél deriil ki.
megoldésa az n > 3 egészek korében.
Nulléra rendezve: 71° —5n+(6—m—m’)=0. lpont | n* =5n+10=4+m(m+1)
A megoldoképletet felirva:
5%\25-4(6-m-m>) _5+~1+4m+4m’ I pont | n*=5n+6=m(m+1)
M, = 7 - 7 ’
A négyzetgyok alatti kifejezés (a diszkriminans) tel-
jes négyzet, igy n = 5+ (1;— 2m) ' I pont | (n=3)(n—-2)=m(m+1)
Mivel n >3, ezért a jobb
.y e e . oldalon és a bal oldalon
+ _
Az egyenlet gyokei tehat 3 + m és 2 —m. 1 pont is kbt szomszédos termé-
szetes szam szorzata dll.
A 3 + m mindig 2-nél nagyobb egész szam 1 vont Az egyenloség teljesiil, ha
(a 2 — m pedig soha), P n—3=m,azazn=m+ 3,
ezért igaz, hogy tetszéleges m természetes szam ese-
tén a jatékos kaphat 2 + m(m+1) pontot. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
8. ¢) masodik megoldas
2
Megmutatjuk, hogy az n—n+10 =2+ mim+1) Ez a pont akkor is jar, ha
2 2 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
egyenletnek minden m € N paraméter esetén van olddasbél deriil ki.
megoldasa az n > 3 egészek korében.
Rendezve: n* —5n+10=m*+m+4. 1 pont
Mindkét oldalt 4-gyel szorozva:
4n* —20n+40=4m* +4m+16, 1 pont
amib6l 4n* —20n+25=4m> +4m +1.
(2n-5)"=2m +1)? 1 pont
2n—5=2m+1vagy2n—-5=-"2m—1 1 pont
n=m + 3, amely mindig legalabb 3, ezért megfelel
(vagy n =2 —m, de ez mindig legfeljebb 2, ezért nem 1 pont
felel meg).
Tehat igaz, hogy tetszéleges m természetes szam ese-
tén a jatékos kaphat 2 + @ pontot. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
1912 irasbeli vizsga 17/20 2019. méajus 7.




Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

8. C) harmadik megoldas

(Megkeressiik m-hez a megfeleld n értéket.)
Az els6 néhany eset tablazatokba foglalva:

m 0|12 13]4|5]|6
pemmtD sl s g 2] 17|23 ] .
2 1 pont
n(aszbhossza) | 0 |1 [2 |3 |4 |5]6 |7
2
[Tl LV N I O IO B P P I
2

A két tablazat alapjan az sejthetd, hogy az m-hez
tartoz6 pontszamot az n = m + 3 hosszusagu szoéra

kapjuk meg (m=0esetén n=3,m =1 esetén n =4, 2 pont
m =2 esetén n = 5 megfeleld, és igy tovabb).
2 2
(m+3) —5(m+3)+10:m +6m+9—5m—15+10: 1 pont
2 2
2
_m +m+4:4+M(m+1):2+M’ 2 pont
2 2 2
igy az n = m + 3 valdoban minden m esetén megfeleld 1 pont

valasztas.

Osszesen: | 7 pont

9. a) elsé megoldas

42 =2-3.7, igy azokat az 1000-nél kisebb pozitiv
egész szamokat keressiik, melyek nem oszthatok sem 1 pont
2-vel, sem 3-mal, sem 7-tel.

1-t61 999-ig 2-vel oszthatd szam 499 darab,

3-mal oszthat6 333 darab, 1 pont | 4 500 darab paratlan
7-tel oszthatd 142 darab van; szam kozott 167 darab
2-vel és 3-mal (azaz 6-tal) oszthat6 szam 166 darab, 3-mal oszthato és 71 da-
2-vel és 7-tel (azaz 14-gyel) oszthato szdm 71 darab, 1 pont | rab 7-tel oszthato van,
3-mal és 7-tel (azaz 21-gyel) oszthatd szdm 47 darab;

végiil 2-vel, 3-mal és 7-tel (azaz 42-vel) oszthatd 1 pont a 3-mal és T-tel is osztha-

szam 23 darab van. tok szama pedig 24.

A keresett szamok szama (logikai szita formulaval) « B
999 — (499 + 333 + 142) + (166 + 71 +47)—23= | | Pont™ | 0016771 +24=

= 286. 1 pont*

Osszesen: | 6 pont

2-vel oszthate ~ 3-mal oszthatd

Megjegyzés: A *-gal jelolt pontok akkor is jarnak, ha a vizs-
gazo a megfelelé halmazabra részhalmazai elemszamanak
osszeadasaval jut helyes eredményre:

999 — (285 + 143 +47 + 143 + 24 + 48 + 23) = 286.

286

7-tel oszthatd
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9. a) masodik megoldas
1-tdl 42-ig a 42-hoz relativ primek: 1, 5, 11, 13, 17, 1 %
19,23, 25,29, 31, 37,41, ez 12 darab. pont
(Ha k relativ prim a 42-hoz, akkor k + 42 is, ezért) Ez a pont akkor is jar, ha
barmelyik 42 egymast kovetd egész szam kozott 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
12 megfeleld szdm van. oldasbol deriil ki.
999 =23-42 + 33 1 pont
I'g},/ 1-t61 (23-42 =) 966-ig 23 - 12 = 276 megfeleld 1 pont
szam van,
967-t61 999-ig pedig annyi, amennyi 1-tdl 33-ig,
1 pont

azaz 10 darab.
A keresett szamok szdma (276 + 10 =) 286. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt pont akkor is jar, ha a vizsgazo az adott szamhoz a nala kisebb
relativ primek szamat megado ¢(n) fiiggvényre hivatkozik:

oo

9.b)
Az n-edik L alakt sdvban a szamok 6sszege 2+ mAIn b+
n+2n+3n+.+(n-Dntnn+ 1 pont +(m-Dn+n-n)—n-n
+nn—1)+nn—-2)+..+n2+n=
n(1+2+..+n-1)-2+n)= lpont | 2n(1+2+3+...+n)—n’ =
1

=n-(n(n—1)+n)= 1 pont =2n-@—n2=
=n’. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

9. ¢) elsé megoldas

Teljes indukciodt alkalmazunk.

1-(1+1)Y
n = l-re az allitas igaz: K, =1’ =(Mj . L pont

Tegyiik fel, hogy az allits igaz valamely m pozitiv
+1)Y
egészre, azaz K, =1 +2° +..+m’ :(—m(n; )) Be

kell latni, hogy az allitas (m + 1)-re is teljesiil, azaz
(m+1)(m+2) jz 2 pont

-

Az indukcios feltevést felhasznalva tehat igazolando,

hogy: (m(n;+l)) +(m+1)3:((m+1)§m+2)j .

m

K, =U+2+. +m’+(m+1)’ =(
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Osztunk (m +1)-nel, majd szorzunk 4-gyel:

5] w7 -

2 pont
m’>+4(m+1)=(m+2)" &
m’+4dm+4=m’>+4m+4.
A két oldal egyenld, és ekvivalens atalakitasokat vé- Ez a pont nem jar, ha a
geztlink, tehat az eredeti allitas minden pozitiv egész 1 pont | vizsgdzo nem hivatkozik
n-re igaz. az ekvivalenciara.
Osszesen: | 6 pont
9. ¢) masodik megoldas
Teljes indukcidval bizonyitunk.
. 1res 1 pont
n = 1-re igaz az allitds (1 = 1).
Ha az allitas valamely m € N'-re igaz:
+1)\? 1 pont
K’”:13+23+33+“'+m3:(%j , per
akkor igaz az is, hogy
K ., =P+2+3 +..+nm +(m+1)’ =
Y 1 pont
+
=(Mj +(m+1) =
2
2 2
+4m+4
:(m+1)2(m7+m+1J:(m+l)z-w= 1 pont
2 2
:(m+1)2‘(m+2) :((m+1)(m+2)) . I pont
4 2
Az allitas igaz m + 1-re is, tehat az eredeti allitas
. . . . 1 pont
minden pozitiv egész n-re igaz.
Osszesen: | 6 pont
9. C) harmadik megoldas
A b) feladat megoldésa alapjan az elsd n pozitiv
kobszam Gsszege az els6 n darab L alaku savban
1év6 szamok osszege, L, + L, +...+ L,, 2 pont
ami megegyezik a tablazat bal fels6 n x n-es részében
1év6 szamok dsszegével.
(1+2+3+..+n)+2-(1+2+3+...+n)+ | pont
+3-(1+2+3+. +m)+. +n-(1+2+3+. . +n)= P
=(1+2+3+..+n)-(1+2+3+..+n)= 1 pont
2
_ (n(n+1)j ' I pont
2
Ezzel az 4llitast igazoltuk. 1 pont
Osszesen: | 6 pont
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