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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt szin(itdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

2. A feladatok mellett talalhato sziirke téglalapok koziil az elsében a feladatra adhatd ma-
ximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszam a mellette levd téglalapba
kertiiljon.

3. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltlintetése mellett
kipipalassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

4. Hianyos/hibds megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja rd a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kovethetdvé teszi, akkor
a vizsgdzo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhatd. Ne maradjon olyan
részlet a megoldasban, amelyrdl a javitas utan nem nyilvanvald, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

5. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.
e helyes 1épés: kipipalas
e clvi hiba: kétszeres alahuzas
e szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhizas
e rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy dthuzott kipipdlas
¢ hianyos indoklas, hidnyos felsorolas vagy mas hiany: hidanyjel
e nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal
6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1. Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéro
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az utmutatd egyes részleteivel
egyenértékil részeit, és ennek alapjan pontozzon.

2. A pontozasi Gtmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az itmutaté masképp nem
rendelkezik. Az adhat6 pontszamok azonban csak egész pontok lehetnek.

3. Ha a megoldéasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldandé probléma Iényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkezd részpontszamokat meg kell adni.

4. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatéban kettds vonal
jelzi) a formalisan helyes matematikai 1épésekre sem jar pont. Ha azonban a tanuld
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindul6 adattal — helyesen szamol to-
vabb a kovetkez6 gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

5. Ha a megoldasi utmutatéban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékil a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazoé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitds soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eléirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasahoz a vizsgazo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

. r r r I4 14 .. r n . r r 14 . r r
kivonas, szorzas, osztéas, hatvdnyozas, gydkvonas, n!, (kJ kiszdmitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelheto tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log €s ezek inverzei), a t €s az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoku egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek az
atlag és a szoras kiszdmitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito erejii felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valoszinliségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
l1¢kban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir el6 kerekitési kotelezettséget, akkor az itmutatoban meg-
adottodl eltéro, észszeri és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kitiizott S feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetéleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszdmat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfeleléen a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jeldlte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbol sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitlizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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1. a) elsé megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha

A sorozat elsO négy tagja: a;, a, +d, a; +2d, a; + 3d. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.
A feltételek szerint 2a; + 2d = 26 és 2a, + 4d = 130. 1 pont
Innen (pl. a két egyenlet kivonésa utn) d = 52, 1 pont
¢s visszahelyettesités utan a; = -39. 1 pont
A sorozat 6todik tagja as = a, + 4d = 169. 1 pont
(A sorozat els6 ot tagja: —39, 13, 65, 117, 169.) P
Osszesen: | 5 pont
1. a) masodik megoldas
A szdmtani sorozat ismert tulajdonsaga miatt (harom Ez a pont akkor is jar, ha
szomszédos tag koziil a kozépso a két szélsének a 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
szamtani kdzepe): oldasbol deriil ki.
+ 26
azzu——zB, 1 pont
2 2
+ 130
és a3=a2 9 =2 =65, 1 pont
2 2
d=(a;—a,=65-13 =) 52. 1 pont
A sorozat 6todik tagja as = a; + 2d = 169. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
1. b) elsé megoldas
A sorozat elsd négy tagja: | vont Ezap O’Z alkl;tor isk jar, ha
2 3 pont | ez a gondolat csak a meg-
b1 016 017 g™ (0,0, g% 0). olddsbol deriil ki
A feltétel szerint b, + b,g*> =26 és byg + b,q°> = 130. 1 pont
Szorzatta alakitva: 1 ¢
by(1+¢%) =26 és bg(1 + g% = 130. pon
(Egyik tényezd sem nulla, ezért) a két egyenletet el- | vont
oszthatjuk egymassal, amibdl ¢ = 5 adodik, P
visszahelyettesitéssel pedig b, = 1. 1 pont
A sorozat 6todik tagja bs = b,q* = 5% =625. 1 pont
(A sorozat els6 Ot tagja: 1, 5, 25, 125, 625.)
Osszesen: | 6 pont
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1. b) masodik megoldas

Ha a sorozat mésodik tagja b, hanyadosa pedig ¢

(b #0, g#0), akkor a sorozat els6 négy tagja rendre: Ez a pont akkor is jar, ha

b 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
2 'y T
g . b, bq, bg". oldasbol deriil ki.
A feltétel szerint 2+ bq =26 és b+ bg* = 130. 1 pont
q
Az els6 egyenletbdl (g-val szorzés utan):
b+ bg* = 26q. I pont
Ezt a mésodik egyenlettel 6sszehasonlitva kapjuk, | vont
hogy 264 = 130, vagyis ¢ = 5, P
visszahelyettesitéssel pedig b = 5. 1 pont
A sorozat 5todik tagja b’ = 5" = 625. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

2. a)
Harom szamjegy szorzata prim, ha két szamjegy
1-es, a harmadik pedig primszam. I pont
Egyjegyli primszam négy darab van: 2, 3, 5, 7. 1 pont
Bérmely kivalasztott primszam harom helyen
fordulhat eld, igy 6sszesen 4 -3 = 12 kiilonb6z6 1 pont
,primes” rendszam készithetd.

Osszesen: | 3 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo rendezetten felsorolja az osszes lehetoséget, és ez alapjan helyes
vdlaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.

2.b)

A 6 eldallitasi lehetdségei harom szamjegy Osszege-

ként (a sorrendtdl eltekintve): 5 vont Z]i'gy V?gtj{' ]f]ffhh‘;ba €S€tt,€n
6+0+0, 5+1+0, 4+2+0, 4+1+1, p pont, 10 iba eseten
0 pont jar.

3+43+0, 3+2+1, 2+2+2.

Az ezekbol eldallithatd szamharmasok szama rendre

3,6,6,3,3,6, 1. 2 pont

Osszesen 3+ 6+6+3 +3 +6+ 1 =28-féle ,hatos”

. ., 1 1 pont
rendszam készitheto. p

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo rendezetten felsorolja az dsszes lehetdséget, és ez alapjan helyes
valaszt ad, akkor teljes pontszamot kapjon.
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2.¢)

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | ezek a gondolatok csak a
megoldasbol deriilnek ki.

Definici¢ szerint log b=c < a“=b,
ahola>0,a#1¢éb>0(igy2<a<9¢és1<bH<9).

(Esetszétvalasztas c lehetséges értékei alapjan.) Ha a =2, akkor

Hac=0,akkorb=1¢sa=2,3,4,5,6,7, 8 vagy 9. I pont | ¢ € {0; 1; 2; 3},

Ez 8 lehet6ség. ez 4 lehetdség.
Ha a =3, akkor

Hac=1,akkora=b=2,3,4,5,6,7, 8 vagy 9.

Ez 8 lehet8ség. I'pont | c € {0; 1;2},

ez 3 lehetdség.

Hac=2,akkora=2¢sb=4,vagya=3¢ b=09.
Ez 2 lehet6ség.

Hac=3,akkora=2¢s b=38.

Ez 1 lehetbség.

lpont | Haae {4;5;6;7;8;9},
akkor c € {0; 1},
1 pont | ez (6-2 =) 12 lehetdség.

(¢ > 4 nem lehet, hiszen b = a* > 2* = 16 lenne, igy)
Osszesen 8 + 8 + 2 + 1 =19 , logaritmusos” rendszdm 1 pont
készitheto.

Osszesen 4 +3+12=19
lehetoség.

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések:

1. Ha a vizsgazo rendezetten felsorolja az osszes lehetoséget, és ez alapjan helyes valaszt ad,
akkor teljes pontszamot kapjon.

2. Ha a vizsgazo megengedi az a = 1 lehetdséget, akkor ezért 1 pontot veszitsen.

3. Ha a vizsgazo megengedi az a = 0 lehetoséget, akkor ezért 1 pontot veszitsen.

3.a)

A keletkezo6 hulladék akkor minimalis, ha az oldalla-

pok teriilete, és igy (alapélhez tartozo) 4 magassaga 1 pont
maximalis, azaz 10 cm.

Ekkor a négy oldallap teriilete .4 =200 cm?, 1 pont
a hulladék tehat legalabb 4-10-10 — 200 = 200 cm>. 1 pont

Minél kisebb az oldallapok magassaga, annal tobb a
hulladék. A lapmagassdgok merdleges vetiilete az
alaplapon 5 cm, igy 4 > 5 cm. (Derékszogti harom-
szOgben az atfogd nagyobb, mint a befogo.)

1 pont | 4 paldist nagyobb terii-
letti, mint az alaplap,
azaz tébb, mint 100 cm?,

gy

Az oldallapok teriiletosszege:
10-h 10-5
4> :
2

1 pont

4=100 cm?, igy

a hulladék kevesebb, mint 4-10-10 — 100 = 300 cm?. 1 pont

Osszesen: | 6 pont
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3. b) els6 megoldas

8
Két csucsot (ZJ (= 28)-féleképpen valaszthatunk ki

1 pont
(Osszes eset szama).
(A grafnak 12 ¢€le van, igy) a két csucs 12 esetben 2 vont
lesz egy €1 két végpontja (kedvezd esetek szama). p
A keresett valoszinfiség 2 = > (= 0,429).
8) 7 1 pont
2
Osszesen: | 4 pont
3. b) masodik megoldas
Ha az elsd kivalasztott csucs ,.kiils6” pont (E, F, G
vagy H), akkor a megfelelé masodik csucs kivalasz-
2
tasanak 7 a valoszintisége (a maradék 7 csticsbol I pont
2 szomsz€dos).
Ha az els6 kivalasztott csucs ,,belsé” pont (4, B, C
vagy D), akkor a megfeleld masodik csucs kivalasz-
tasanak = a valoszinlisége (a maradék 7 cstcsbol I pont
4 szomszédos).
A kiils6 és a bels6 csucs kivalasztasanak a valdszinii-
1
sége egyarant 5 I'pont
i k tt l""'12-|-143 1 t
igy a keresett valoszinliség——+—-—=—. on
& 527277 P
Osszesen: | 4 pont
3. C) els6 megoldas
Az ADH, DCG, CBF, BAE haromszogek mindegyik
. . . 1 . 1 pont
¢le pontosan egy haromszoghoz tartozik.
Mivel (4 haromszdg ¢és) 3 zold ¢l van, lesz a harom-
szogek kozott olyan, amelynek minden éle kék (és ez 2 pont
egy grafelméleti kor).
Osszesen: | 3 pont
3. ¢) masodik megoldas
Ha egy n pontt grafban nincsen kor, akkor legfeljebb
. 1 pont
n — 1¢le lehet.
A kék élek altal alkotott részgrafnak legfeljebb 8 csu- 2 vont
csa és 9 éle van, tehat biztosan van benne kor. p
Osszesen: | 3 pont
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4. a)

A masodfoku egyenletnek pontosan akkor van két

Ez a pont akkor is jar, ha

et 1 a1, N . o, o 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
kiilonboz6 valods gyoke, ha a diszkriminansa pozitiv. oldasbol deriil ki
A diszkriminans: (4p+1)> —4-2p=16p° +1. 1 pont
Ez (p* > 0 miatt) a p minden valos értékére pozitiv, 1
. s pont
tehat az allitas igaz.
Osszesen: | 3 pont
4. b) elsé megoldas
Ha a 3 gyoke az egyenletnek, akkor | vont
9_3(p+1)+2p=0, P
ahonnan p = 0,6. 1 pont
Az egyenlet ezzel az értékkel: x* —3,4x+1,2=0. 1 pont
A gyokok és egyiitthatok
kozotti osszefiiggés sze-
A megoldoképletbdl adodik, hogy a masik valos rint a masik valos gyok
N 1 pont a
gyok ekkor 0,4. ekkor 3,4 —3 =0,4 vagy
L2
—=04.
3
Osszesen: | 4 pont
4. b) masodik megoldas
(Az egyenletnek mindig két valos gyoke van, ezért) a
gyokok és egylitthatok kozotti osszefiiggések szerint 1 pont
x,+3=4p+1¢és3x,=2p.
. ., 3 Az elsé egyenletbol:
Ez utobbi alapjan p =5x2 , 1 pont x,=4p—2.
amelyet az els6 0sszefliggésbe helyettesitve: E,Zt a masodikba helyette-
ebbol p = 0.6,
ahonnan a masik gyok x, =0,4. 1 pont | igy x, =(4-0,6-2=)0,4.
Osszesen: | 4 pont
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4. ¢)
(A megadott egyenletnek mindig 2 valos gydke van.)

2 2 2 1 pont*
X, +x; =(x,+x,)" —2xx,
A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggések sze-
rint x, +x, =4p+1 ésxx, =2p, 2 pont*
ezért x’ +x; =(4p+1)°-2-2p.
(4p+1)°=2-2p=7 1 pont
16p° +4p—6=0 1 pont
Ennek az egyenletnek a valds gyokei 0,5 és —0,75, 1 pont
igy ezek a p paraméter keresett értékei. P

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések:
3445

1. p=0,5 esetén az egyenlet x* —3x+1=0, melynek a gyokei ,

2
+J10

p=-0,75 esetén az egyenlet x* +2x—1,5=0, melynek a gyokei _2_T

2. A *-gal jel6lt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgadzo.

L= 4p+l+\/(4p+1)2—8p

1

2 1 pont
L _Ap+1=(p+1)’-8p
2

2

» o 2-(Ap+1)+2-((4p+1)°-8p) _
X +x; = 1 =

=@4p+1)’ -4
(4p P

2 pont
_4(4p+1)°-16p

4
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II.
5. a)
9 180°
— ~ 8,89° 2 pont
58 =w
Osszesen: | 2 pont
5.b)
f(50) =-5,2cos(1) + 11,2 1 pont
f(50) = 8,39 6ra 1 pont
Az 50. napon (kortilbeliil) 8:23 6ra (8 6ra 23 perc) EZ ap’m’qt rem jar, }fa “
S 1 pont | vizsgdzo nem kerekit,
hosszu a nappal. ,
vagy rosszul kerekit.
Osszesen: | 3 pont
5. ¢) elsé megoldas
(Az f(n) > 12 megoldasai szamanak megallapitasa-
hoz) el6szor a g fiiggvény értelmezési tartomanyan
oldjuk meg a —5,2cos(x al 8] +11,2 =12 egyenletet
58 1 pont
(1<x<365,xe R).
9 +8 373
(Ekkor 0,16 ~ — <> °<>"> ~ 643
58 58 58
x+8
cos ~—0,1538 1 pont
%) :
X8 . 1,7253 vagy xs—ggz 2m-1,7253~4,5579 | 2 pont
Innen x = 92,06 vagy x = 256,36. 1 pont
A g fiiggvény abraja alapjan az f(n) > 12 megoldasai 1 vont
azok az n-ek, amelyekre 93 <n < 256. P
A 12 o6ranal hosszabb nappalok szama tehat 1 vont
(256 — 93 + 1 =) 164 valoban. P
Osszesen: | 7 pont
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5. ¢) masodik megoldas

(Az f(n) > 12 megoldasai szamanak megallapitasa-
hoz) eldszor a g fliggvény értelmezési tartomanyan

oldjuk meg a —S,ZCos(x;gg

) +11,2>12 egyenl6tlen-

séget (1 <x<365,x € R).

1 pont

Ez (az adott halmazon) ekvivalens a

cos(x+8)<—£ egyenldtlenséggel
53 33 gy ggel.

1 pont

Kozelito értékeket alkalmazva:

x-;S € 11,7253+ 2km;4,5579+ 2kn[ (k € Z).

fgy a192,1 + 116km; 256,3 + 116kn[ intervallumok
elemei megoldasai az egyenldtlenségnek.

2 pont

1,7253radian
4,5579radian

o
1B

k=0 esetén a ]92,1; 256,3[ intervallum a g értelme-
z¢€si tartomanyanak részhalmaza (ha pedig & # 0, ak-
kor nincs a g értelmezési tartomanyahoz tartozo
eleme az intervallumoknak).

1 pont

Ezért f(n) > 12 megoldésai azok az n-ek, amelyekre
93 <n<256.

1 pont

A 12 6ranal hosszabb nappalok szama tehat
(256 — 93 + 1 =) 164 valoban.

1 pont

Osszesen:

7 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgazo, ha (szamitasokkal és a g fiiggvény monoto-
nitasara/grafikonjara hivatkozva) igazolja, hogy az év elsé 12 oranadl hosszabb nappali ido-
szaka a 93., az utolso pedig a 256. napon van, majd ennek alapjan helyesen kovetkeztet.

5.d)

2n
-5,2 I cos(x)dx +
0

2n
A teriilet: J.(—5,2cos(x) +11,2)dx . Ipont| .
0 +[11,2dx
0
2n
, Mivel jcos(x)dx =0,
j (=5,2c0s(x) +11,2)dx = [-5,2sin(x) +11,2x]." = 2pont |, '
0 [11,2dx=112-2m,
0
=0+11,2-2n)— (0 +0)= 70,37 1 pont | ezért a teriilet = 70,37.
Osszesen: | 4 pont
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6. a) els6é megoldas

A 90-nél nem nagyobb pozitiv egészek kozott 2-vel
oszthato 45 db, 3-mal oszthato 30 db, 5-tel oszthato
18 db van.

1 pont

Ha 6sszeadjuk a 2-vel, a 3-mal, és az 5-tel oszthat6
szamok szamat, akkor ezek kozt kétszer szamoltuk a
6-tal, a 10-zel és a 15-tel oszthatokat, az 6sszegbdl
tehat le kell vonni ezek szamanak a kétszeresét.

1 pont

A 30-cal oszthatdkat viszont igy haromszor szamol-
tuk, majd hatszor levontuk, tehat ezek szdmat még
haromszor hozz4 kell adnunk.

1 pont

2-vel és 3-mal (tehat 6-tal) oszthat6 szambol 15 db,
2-vel és 5-tel (tehat 10-zel) oszthatobol 9 db, 3-mal
¢s S-tel (tehat 15-tel) oszthatobol 6 db, végiil 2-vel,
3-mal és 5-tel is (tehat 30-cal) oszthatobol 3 db van.

1 pont

Venn-diagramon szemlél-
tetjiik az egyes halmazo-
kat és azok elemszamat.

5-tel oszthato (18)

A 2, a3 és az 5 koziil pontosan az egyikkel oszthato
90-nél nem nagyobb pozitiv egészek szama tehat
45+30+18—-2-(15+9+6)+3-3 =42,

2 pont

A keresett szam a Venn-
diagram alapjan:
24+ 12+ 6=42

Osszesen:

6 pont

6. 2) masodik megoldas

A 90-nél nem nagyobb pozitiv egészek kozott 45 db
2-vel oszthato van. Ezek kozott 3-mal is (tehat 6-tal)
oszthato 15 db, 5-tel is (tehat 10-zel) oszthato 9 db.
45-15-9=21, de igy a 3-mal és 5-tel is (tehat 30-
cal) oszthat6 3 db szamot kétszer vontuk le.

Ezért a csak 2-vel oszthatok szama

45 -15-9+3 =24,

2 pont

Hasonldéan: a 90-nél nem nagyobb pozitiv egészek
ko6zott 3-mal oszthatd 30 db, koziilik 2-vel is oszt-
hatd 15 db, 5-tel is oszthatd 6 db, 2-vel és 5-tel is
oszthatd pedig 3 db van, igy a csak 3-mal oszthatok
szama30—-15-6+3=12.

A 90-nél nem nagyobb pozitiv egészek kozott 5-tel
oszthatd 18 db, koziiliik 2-vel is oszthatdé 9 db, 3-mal
is oszthatd 6 db, 2-vel és 3-mal is oszthat6 pedig 3 db
van, igy a csak 5-tel oszthatok szama
18—9-6+3=6.

3 pont

1 pont

Osszesen tehéat (24 + 12 + 6 =) 42 ilyen sz4m van.
Osszesen:

6 pont
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6. 2) harmadik megoldas

Mivel a 2, a 3 és az 5 legkisebb k6zos tobbszordse a
30, ezért elég megnézni, hogy 30-ig hany szam ren- 2 pont
delkezik a keresett tulajdonsaggal.

A megfeleld oszthatosagok ezutan periodikusan is-
métlddnek, tehat 90-ig haromszor annyi ilyen szam 1 pont
lesz, mint 30-ig.

A 2, a3 és az 5 koziil pontosan az egyikkel oszthato
szamok 1-t6l 30-ig: 2 pont
2,3,4,5,8,9,14, 16, 21, 22, 25, 26, 27 és 28.

Ez 14 db, tehat a 90-nél nem nagyobb megfeleld sza-

mok szama (14-3 =) 42. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo rendezetten felsorolja az osszes lehetoséget, és ez alapjan helye-
sen valaszol, akkor teljes pontszamot kapjon.

6. b) elsé megoldas

(A hatralevo két nyerdszamot 87 szam koziil sorsol-
jék ki, erre a sorrendet nem figyelembe véve) dssze-
1 pont
sen [ 5 j(: 3741) lehetdség van (Osszes eset szdma).
Nézziik a komplementer eseményt: ekkor az utolso 2 vont
két kihtzott szam k6zo6tt nincs sem a 64, sem a 68. p
85
Erre 6sszesen ( 5 J (=3570) lehetdség van. 1 pont
A kedvezo esetek szama tehat (3741 —3570=) 171. 1 pont
171
A keresett valoszinliség ———= 0,046. 1 pont
3741
Osszesen: | 6 pont

6. b) masodik megoldas

(A hatralevo két nyerdszamot 87 szam koziil sorsol- A sorr en’det nem figye-
jak ki, erre a huzas sorrendjét is figyelembe véve) | pont lembe véve:
Osszesen 87 - 86 (= 7482) lehetdség van (Osszes eset P

87
) ( j (=3741) lehetoség.
szama). 2

Ha a negyedik kihuzott szdm a 64 vagy a 68, de az
0todik szam valami mas, akkor erre 2 - 85 (= 170) le-
hetdség van; hasonloképpen 85 -2 (= 170) lehetdség 2pont | 2-85 =170 eset
van arra, hogy a negyedik kihtzott szdm nem jo,
de az 6todik kihtuzott szam a 64 vagy a 68.

Végiil kétféleképpen fordulhat eld az, hogy a negye-
dik és az 6todik kihtizott szam (valamilyen sorrend- 1 pont | 1 eset
ben) a 64 és a 68.
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A kedvezd esetek szama (2170 + 2 =) 342, 1 pont | (170+1=) 171
171

A keresett valoszinliseg —— = 0,046. 1 pont ﬂz 0,046

Osszesen: | 6 pont
6. b) harmadik megoldas
(A hatralevo két nyerdszamot 87 szam koziil sorsol-
jék ki.) Annak a valdszinisége, hogy a negyediknek
hazott szdm a 64 vagy a 68, de az 6todik ezek egyike o)

7 85 — annak a valoszinii-
sem: —-— (= 0,0227).
87 86 2 pont | sége, hogy a negyedik ki-
. 85 2 huzott szam a 64 vagy a
Ugyanennyi, —-— (= 0,0227) a valoszintisége,
gy Yh g6 ) g 6.
hogy a negyedik kihuzott szdm nem a 64 és nem
a 68, de az 6todik ezek koziil keril ki.
Annak a valosziniisége,
o . Lo hogy a negyedik szam
Annak a VZaloslzmusege, hogy a 64-¢ct és a 68-at is ki- nem a 64 és a 68 kéziil
htizzak: —-— (= 0,0003). 2pont | ol ki, de az Gtodik
87 86 85 2
szam igen: —-—.
87 86
2-85 2 2 852
A keresett valoszinliség: 2- + = lpont| —+——=
87-86 87-86 87 87-86
342
= ——=0,046. I pont
7482

Osszesen: | 6 pont
6. ¢)
Az Osszes kifizetett nyeremény:
17-3 113255+ 1617-34915+62 7571970 = 2 pont
=233 014 180 Ft.
Az egy szelvényre es6 atlagos kifizetett nyeremény:
233014180
= —=723Ft 1 pont

3222831

A szelvény arat is figyelembe véve az egy szelvényre 1 vont
juté atlagos veszteség 250 — 72,3 = 177,7 Ft. P

Osszesen: | 4 pont
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1 pont
ABC haromszogben koszinusztétellel:
AC? =20 +18°-2-20-18-c0s70°,
AC=21,86. 1 pont
A htrnégyszogben 6 = 180° — 70° = 110°. 1 pont
ACD haromszdégben szinusztétellel:
CD _ sin50° 1 pont
AC sinl10°’
CD = 17,82. 1 pont
Szinusztétellel AD = 7,96,
DCAZ =20°, ezért a négyszog teriilete: igy a hurnégyszog terii-
20-18-sin70°  21,86-17,82-sin20° _ letképletebdl a teriilet
2 + 2 - 2 pont (s = 31,9 miatt):
(= 169,1 + 66,6 =) 235,7. J11,9:13,9-14,1-23.9 ~
=~ 236,1.

Osszesen: | 7 pont
7.b)
PH =(0,2; 0), RH = (-1,8; -5) 1 pont
PH-RH =0,2-(~1,8) + 0-(-5)=—0,36 1 pont

Osszesen: | 2 pont
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7. ¢)
y
5eR
1 pont*
P o) Q
= H(z;0) 6 <
Legyen H az (x; 0) pont (ahol -2 <x < 6).
I’Ekkg PH =(x;0)—(-2;0)=(x+2;0) 1 pont*
¢s RH =(x; 0)—(0; 5) = (x; -5).
PH-RH = (x + 2)x + 0 (=5) =x(x + 2) 1 pont*
X(x+2)=(@+1)7 -1,
ezértaz fi x—>x(x+2),2<x<6 2 pont**
fliggvénynek minimuma van —1-nél,
(fa[-2; —1] intervallumon szigorian monoton fogyo,
a [-1; 6] intervallumon szigortian monoton névekvo, 1 pont**
£(=2) = 0 és £(6) = 48 > 0 ezért) P
a maximumat 6-nal veszi fel.
A minimalis skalaris szorzat a H,(—1; 0) ponthoz tar- . .
tozik, a maximalis pedig a H, = Q(6; 0) ponthoz. pon
Osszesen: | 7 pont
Megjegyzések:
1. A *-gal jelzett pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.
y
5¢R
1 pont
P a Q
5 H(x;0) 6
A PH és RH vektorok szdge az 4bran jeldlt o,
igy a definici6 szerint PH - RH = ‘ﬁ‘ : ‘ﬁf‘ -COSOL .
Mivel ‘ﬁ‘ -cosOL= X, és ‘ﬁ‘z x+2,
2 pont

ezért PH - RH = x(x+2).

2. A **-gal jelzett pontok akkor is jarnak, ha a vizsgazo helyesen vazolja a [-2; 6] zart inter-
vallumra lesziikitett x — x(x+2) = x" +2x mdsodfokii fiiggvényt, majd az dbra alapjan helye-

sen valaszol.
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8. a) elsé megoldas

Ha a javitott szamla alapjan az ételekért végiil bruttd
x Ft-ot, az italokért y Ft-ot fizettek, akkor a hibas
szamla szerint az ételekért x:1,04- 1,30 = 1,25x, az
italokért pedig y: 1,30 1,04 = 0,8y Ft-ot kellett volna
fizetniiik.

2 pont

1,25x+0,8y =8710
x+y=7670

1 pont

A masodik egyenletet 0,8-del szorozva:
1,25x+0,8y =8710
0,8x+0,8y =6136.

A két egyenlet kiilonbségébdl 0,45x = 2574,
azaz x = 5720.

2 pont

Az elso egyenletet 0,8-del
szorozva:

x+0,64y =6968
{ x+y=7670.
0,36y =702
y=1950

A helyesen kiallitott szamla szerinti brutt6 ételfo-
gyasztas 5720 Ft, a brutto italfogyasztas pedig
y=7670 —x=1950 Ft volt.

1 pont

x=7670—-y=5720

EllenoOrzés: A tévesen kiallitott szamlan brutto
5720:1,04-1,3+1950:1,3-1,04 =
= (7150 + 1560 =) 8710 Ft szerepelt valoban.

1 pont

Osszesen:

7 pont

8. a) masodik megoldas

Ha a javitott szamla alapjan az ételekért végiil bruttd
x Ft-ot, az italokért y Ft-ot fizettek, akkor a hibas
szamla szerint az ételekért x: 1,04 - 1,3, az italokért
pedig y: 1,3 - 1,04 Ft-ot kellett volna fizetniiik.

1 pont

2 1,3+2.1,04=8710
1,04 1.3

x+y=7670

1 pont

A masodik egyenletbdl x = 7670 — y, ezt az els6be
(7670-y)-1,3 N y-1,04 _ 8710

1,04 L3
(7670-y)-1,25+y-0,8=8710
9587,5 - 0,45y = 8710

visszairva:

3 pont*

A helyesen kiallitott szamla szerinti brutto italfo-
9587,5-8710

0,45
fogyasztas pedig x = 7670 —y = 5720 Ft volt.

gyasztas y = =1950 Ft, a brutto étel-

1 pont*

EllenoOrzés: A tévesen kiallitott szamlan brutto
5720:1,04-1,3+1950:1,3-1,04 =
= (7150 + 1560 =) 8710 Ft szerepelt valoban.

1 pont

Osszesen:

7 pont
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Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgadzo.

A masodik egyenletbdl y = 7670 — x, ezt az els6be
x-1,3 N (7670—x)-1,04 _g710.

1,04 L3

Mindkét oldalt 1,04-dal és 1,3-del is szorozva:
x-1,3%+(7670-x)-1,04* =11775,92.

0,6084x + 8295,872 =11 775,92

visszairva:

3 pont

A helyesen kiallitott szadmla szerinti brutto ételfo-
11775,92—-8295,872

0,6084
italfogyasztas pedig y = 7670 —x = 1950 Ft volt.

gyasztas x = =5720Ft, a bruttd

1 pont

8. a) harmadik megoldas

Ha a hibas szamla alapjan az ételekért brutto x Ft-ot,
az italokért y Ft-ot fizettek volna, akkor az ujrasza-
molas utan az ételekért x: 1,3 - 1,04 = 0,8x, az italo-
kért pedig y: 1,04 - 1,3 = 1,25y Ft-ot kellett fizetniiik.

2 pont

x+y=8710
0,8x+1,25y =7670

1 pont

Az els6 egyenletet 0,8-del szorozva:
0,8x+0,8y =6968
0,8x+1,25y =7670.

A két egyenlet kiilonbségébdl 0,45y = 702,
azaz y = 1560, majd x = 8710 —y = 7150.

2 pont

y=8710—-x

0,8x + 1,25(8710 —x) =

= 7670

10 887,5 — 0,45x = 7670

. _10887,5-7670
B 0,45 B

=7150
y=(8710-7150 =) 1560

A helyesen kiallitott szamla szerinti brutt6 ételfo-
gyasztas 7150:1,3 - 1,04 = 5720 Ft, a brutto italfo-
gyasztas pedig 1560:1,04 - 1,3 = 1950 Ft volt.

1 pont

Ellendrzés: A helyesen kiallitott szamlan bruttd
5720 + 1950 = 7670 Ft szerepelt valdban.

1 pont

Osszesen:

7 pont
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8. a) negyedik megoldas

Legyen az elfogyasztott ételek nett6 ara x Ft, az ita-
loké pedig y Ft.

1,3x+1,04y =8710
Ekkor
1,04x+1,3y =7670.

2 pont

Az elsd egyenletbdl kivonva a mésodikat:
0,26(x —y) = 1040,

azaz x — y = 4000, tehat x = 4000 + y.

Ezt visszairva az elsd egyenletbe:
1,3(4000 + y) + 1,04y = 8710.

5200 + 2,34y =8710

:wzwoo és x = 4000 +y = 5500

3 pont*

A két egyenletet ossze-
adva:

2,34(x +y) =16 380,
x+y=7000, x=7000 —y.
9100 — 0,26y = 8710
_9100-8710 1500
0,26
x = (7000 — 1500 =) 5500

A brutto ételfogyasztas 5500 - 1,04 = 5720 Ft,
a brutto italfogyasztas 1500 - 1,3 = 1950 Ft volt.

1 pont

Ellendérzés: A helyesen kiallitott szamlan brutto
5500 1,04 +1500- 1,3 = (5720 + 1950 =) 7670 Ft,
a tévesen kiallitott szamlan pedig bruttd

5500-1,3 + 1500 1,04 = (7150 + 1560 =) 8710 Ft
szerepelt valoban.

1 pont

Osszesen:

7 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgadzo.

Az els6 egyenletet 1,3-del, a masodikat (—1,04)-dal
szorozva:

L69x+1,352y=11323
{—1,0816x —1,352y =-7976,8
Az egyenletek 0sszeaddsa utan: 0,6084x = 3346,2.
Ebbdl x = 5500.
Visszahelyettesitve pl. az eredeti els6 egyenletbe:
1,3-5500 + 1,04y = 8710.
1,04y = 1560, tehat y = 1500.

3 pont
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8. b) elsé megoldas

Az 1000 vendég 0sszesen
100-1000 + 200- 1900 + 250-2800 + 300- 3600 + 1 pont
+ 100-4400 + 50-5200 = 2 960 000 Ft-ba kertil.

1000 vendég 3 900 000 Ft-ot fizet be,

igy az étterem varhat6 haszna 940 000 Ft. 2 pont

Osszesen: | 3 pont

8. b) masodik megoldas

Ha egy vendég k Ft-ba kertil és 3900 Ft-ot fizet, Ez a pont akkor is jar, ha
. 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
akkor az étterem haszna (3900 — k) Ft. 2 7
oldasbol deriil ki.
A varhat6 haszon 1000 vendég fogyasztasa utan:
100-2900 +200-2000 + 250- 1100 + 300-300 + 2 pont
+ 100 (=500) + 50- (—=1300) = 940 000 Ft.
Osszesen: | 3 pont
8.¢)
Pontosan akkor lesz vesztesége az étteremnek ezen a Ez a pont akkor is jar, ha
két vendégen, ha az étterem 6sszkdltsége tobb mint 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
7800 Ft. oldasbol deriil ki.
Ez a kovetkez6 esetekben fordul el6 (a sorrendre valo . ., ,

. i, Egy hiba/hiany esetén
tekintet nélkiil): 2 vont | 7 ¢ 16bb hib 1
5200 + 5200; 5200 + 4400; 5200 + 3600; P pont, 1oob ibd eseten

0 pont jar.

5200 + 2800; 4400 +4400; 4400 + 3600.

A felsorolt esetek valosziniisége (a sorrendet is tekin-
tetbe véve) rendre

0,05-0,05 (= 0,0025); 2-0,05-0,1 (= 0,01); 2 pont
2-0,05-0,3 (=0,03);2-0,05-0,25 (= 0,025);
0,1-0,1 (=0,01);2-0,1-0,3 (=0,06).

A keresett valosziniiség az el6z6 hat valosziniiség

Osszege, azaz 0,1375. I'pont

Osszesen: | 6 pont

9. a)

Az utazdsok szama 100 000 — 10-1000 = 90 000

1 pont
lenne naponta, P

a bliccelések szdma ennek a 20%-a, vagyis 18 000,
az érvényes jeggyel torténd utazasok szdma pedig igy | 2 pont
(90 000 — 18 000 =) 72 000.

A napi bevétel ekkor

72 000350 = 25 200 000 tallér lenne. I pont

Osszesen: | 4 pont
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9. b)

(A bevétel a fizetd utasok szamanak ¢és a vonaljegy
aranak a szorzata.)
Ha az eredeti jegyarhoz képest Sx tallérral valtozik a

vonaljegy ara, akkor a jegyar 300 + 5x tallér. I'pont

(A tanulmanyban alkalmazott modellben

—11 <x <31, ahol x egész szam.)

Az utazasok szdma 100 000 — 1000x, 1 pont

a bliccelések szama pedig ennek a (10 + x) %-a: A fizet6 utasok szdma az
10+x 1 pont | dsszes utas szamanak a

(100000—-1000x)- 100 =(1000—10x)(10+x) lesz. p (90— x) Yo-a:

A fizet6 utasok szama igy:

100000 —1000x — (1 ooog—y 10x)(10 + x) = 2 pont (:1?332__1 ?9"389)(0;9’; )oj)o

=10x>-1900x +90000 f&. '

A jegyeladasbodl szarmazo bevétel:

(10x> —=1900x +90 000)(300 + 5x) = I'pont

=50x> —6500x> —120000x +27 000000 tallér. 1 pont

A ]-11; 31[ nyilt intervallumon értelmezett

f(x)=50(x’ —130x> —2400x + 540000) fiiggvény 1 pont

derivaltfiiggvénye f”(x) = 50(3x* —260x — 2400) .

f’(x)=0,hax~=-8,41 vagy x = 95,08, de ez utobbi I pont

(az x <31 feltétel miatt) nem lehetséges.

A -8,41 helyen f” pozitivbol negativba megy at,

(és —8,41 <x <31 esetén negativ) ezért az f-nek
—8,41-nél maximuma van (eldtte szigoruan monoton
ndvekedd, utdna pedig szigoruan monoton csdkkend).

1 pont | f"(-8,41)(=-15523)<0

A feladatban x egész szam lehet csak, ezért még meg
kell vizsgélni f(—8) és f(-9) értékét. 1 pont
f(=8) =27 518 400 > f/(-9) =27 517 050,

tehat a vonaljegy arat (300 + 5-(—8) =) 260 tallérban
kell megallapitani. (Ekkor az utasok szdma 108 000, 1 pont
a fizetd utasok szdma pedig 105 840 6 lenne.)

Osszesen: | 12 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a 250 talléros jegyarat tekinti kiindulasi alapnak, és ehhez viszo-
nyitjia az 5 talléros emeléseket, akkor a jegyarra 250 + 5x tallér adodik.
A bliccel6 utazasok aranya x%, az osszes utazas szama 110 000 — 1000x, a napi bevétel pedig

(250+5x)(110000—1000x) 20— _ 50x° ~8000x* +25000x +27 500000 tallér lesz

(-1 <x <41, ahol x egész szam).

Derivaltfiiggvényként f'(x)=50(3x" —320x +500) adédik, ennek két zérushelye (kizelitSleg)
1,59, illetve 105,08 (amely kiviil esik az értelmezési tartomanyon,).

Az x =1, illetve az x =2 helyen vizsgalva a napibevétel-fiiggvényt adodik, hogy x = 2 a maximumhely,
vagyis a vonaljegy arat 250 + 2 -5 =260 tallérban kell megallapitani.
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