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Matematika — emelt szint Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgazo altal hasznalt sziniitdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

2. A feladatok mellett talalhat6 sziirke téglalapok koziil az els6ben a feladatra adhat6 ma-
ximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszim a mellette levd téglalapba
kertiiljon.

3. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett
kipipélassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

4. Hidnyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kdvethetévé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megolddsban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanval6, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.

5. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.

helyes 1épés: kipipdlas

elvi hiba: kétszeres alahuzas

szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhiizas

rossz kiindulo6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy athuzott kipipalds

hianyos indoklas, hianyos felsorolds vagy mas hiany: hidnyjel

nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal

6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.
Tartalmi kérések:

1. Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az Gtmutatd egyes részleteivel
egyenértéki részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

2. A pontozasi itmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az utmutaté masképp nem
rendelkezik. Az adhat6 pontszdmok azonban csak egész pontok lehetnek.

3. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

4. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatéban kettés vonal
jelzi) a formadlisan helyes matematikai Iépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindulé adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kdvetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

5. Ha a megoldési utmutatoban zardjelben szerepel egy megjegyzés vagy mértékegység,
akkor ennek hidnya esetén is teljes értékll a megoldas.
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6.

7.

8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazé altal megjelolt
valtozat értékelhetd. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eldirt maximalis
pontszamot meghaladé pont) nem adhato.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszamitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibasak, de
amelyeket a feladat megoldasédhoz a vizsgdzo ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kdvetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: 6sszeadas,

n
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, n!, (kj kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhetd tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log és ezek inverzei), a  és az
e szam kozelitd értékének megadasa, nullara rendezett masodfoku egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil hasznalhatok a szadmologépek az
atlag €s a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito ereji felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valészintiségek megadéasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
1ékban megadott helyes valasz is elfogadhat6.

Ha egy feladat szovege nem ir el kerekitési kotelezettséget, akkor az utmutatoban meg-
adottol eltérd, észszeri és helyes kerekitésekkel kapott rész- €s végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében kitiizott S5 feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazod az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetdleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszamat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfelelden a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jelolte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbdl sem deriil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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I.
1. a)
(2’ =6-2"+9=2-2"+9 2 pont
Ez az egyenlet 2" -ben masodfok. 1 ¢
Null4ra rendezve: (2°)* —=8-2* =0. pon
2" =0 vagy 2" =8 1 pont
(2" mindig pozitiv, ezért) az els6 eset nem lehetséges, 1 pont
a masodikbol (az exponencialis fliggvény kolcsonds 1 vont
egyértelmiisége miatt) x = 3. P
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalenciara hi-
. 1 pont
vatkozdssal.
Osszesen: | 7 pont
1.b)
Az allitas igaz. 1 pont
x*—9x+14=0 valos gyokei 2 és 7. 1 pont 7 y =)
Az x> x* —9x+14 masodfoku fliggvény grafikonja —
,felfelé nyitott” parabola, tehat ha x > 7, akkor 2 pont 2
f(x)> 0 teljesiil.
Osszesen: | 4 pont
1. ¢)
Megforditas: Ha f(x)> 0, akkor x > 7. 1 pont
A megforditas hamis. 1 pont
Egy ellenpéida L port | elapins) s e 2. aktor
(Példaul x = 0 esetén f(x) = 14> 0, de x < 7.) P 7 (x§71> 0 ’
Osszesen: | 3 pont
2. Q) els6 megoldas
A 200 km-es varosi Gton (2- 10 =) 20 litert fogyasz- 1 pont
tott az auto, p
a benzintartdlyban (45 — 20 =) 25 liter benzin maradt. 1 pont
A hatralévo tavolsagot a 10 literes atlagfogyasztassal
szamitja ki a fodélzeti szamitdgép: f—g 100=250km. | ! Pont
Osszesen: | 3 pont
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2. a) masodik megoldas

A szamitogép a varosi atlagfogyasztés alapjan a 45

liter benzint f—g 100 =450 km-re elégnek szamitja. 2 pont

Mar megtettek 200 km-t, igy a hatralévd tavolsag

(450 — 200 =) 250 km. 1 pont

Osszesen: | 3 pont

2. b) els6 megoldas

Az els6 300 km utan a szamitdgép szerint 45 liter

benzinnel 300 + 200 = 500 km-t lehet megtenni. I pont
Ezért a gép szerinti atlagfogyasztas a 300 km sordn

45 100= 9 liter/100 km. 2 pont
500

A 300 km-en elfogyasztott benzin (3-9 =) 27 liter

(és a varosban megtett 200 km-en 20 litert fogyasz- 1 pont
tott az auto),

a kirdndulds sorén (27 — 20 =) 7 liter benzin fogyott. 1 pont
Ezen a szakaszon tehat 7 liter/100 km volt az atlagfo- 1 pont
gyasztas.

Osszesen: | 6 pont

2. b) masodik megoldas

Ha a 100 km-es kirandulason x liter volt a benzinfo-
gyasztas, akkor az els6 300 km-es szakaszon

20 + x liter benzin fogyott, igy az atlagfogyasztés 2 pont*
204X Jiter/100 k.
Ezzel az atlagfogyasztas-
A szamitogép szerint ezzel az atlagfogyasztassal sal meég tovabbi 200 km-
500 km-re elegendd a 45 liter benzin: 45=5- 20+x . 2 pont* | re elegendd a benzin.
3 20+ x
20+x+ 2=45.

Ebbdl x = 7, tehat a 100 km-es kirandulason

7 liter/100 km volt az 4tlagfogyasztas. 2 pont

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: A *-gal jelzett pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgazo.

Ha a 100 km-es kirandulason x liter volt a benzinfo-
gyasztas, akkor az elsd 300 km-en 20 + x liter benzint

fogyasztott az auto, igy 25 — x liter maradt az tizem- 2 pont
anyagtartalyban.

A szamitdgép szerint az elsé 300 km-en mért atlagfo-

gyasztas egyenld a hatralévé 200 km-en tervezett at- 2 pont

O+x 25-x

lagfogyasztéassal: 2 3 (liter/100 km).
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mert a 8-as szamrendszerben haromjegyl szdm nem
lehet négyjegyli a 9-es szamrendszerben).

3.a)
A (13-8 =) 104 a legkisebb, a (124 -8 =) 992 a legna- 1 pont
gyobb 8-cal oszthatd hdromjegyii szam,
S 992 -104 . ,
igy Osszesen T+1 =112 db ilyen szdm van. I pont | 124-12=112
(900 darab haromjegyli szam van, ezért) a 9-cel oszt- 1 ‘
hat6 haromjegyii szdmok szdma 100. pon
A 8-cal és 9-cel oszthatd szamok 72-vel is oszthatok, 1 pont
Zzle;s;zar:la; ;g).(legklsebb a2-72 =144, legnagyobb 1pont | 13— 1=12
(A 72-vel oszthatokat a 8-cal és a 9-cel oszthatok
megszamolasanal is megszamoltuk, igy) 2 pont
a keresett szdmok szdma 112 + 100 — 12 = 200.
Osszesen: | 7 pont
3. b) elsé megoldas
A 8-as szamrendszerben a legkisebb hdromjegyli |
szam 100s = 64, pont
a legnagyobb 7773 = (10008 — 1 =) 511, 1 pont
Osszesen tehat 511 — 63 = 448 haromjegyii szdm van 1
.. pont
(Osszes eset).
(A 8-as szamrendszerben 3 jegyl szdmokat tekintve)
a 9-es szdmrendszerben a legkisebb haromjegyli 1 pont
szam 1009 = 81,
a legnagyobb (mivel a 8-as szamrendszerben harom-
jegyl szdm nem lehet négyjegyli a 9-es szamrend- 1 pont
szerben) az 511.
A kedvezo esetek szama tehat 511 — 80 =431. 1 pont
A keresett valosziniiség % (=~ 0,962). I pont
Osszesen: | 7 pont
3. b) masodik megoldas
Egy 8-as szamrendszerben haromjegyli szam els6
szdmjegye 7-féle, a masik két szamjegye 8-8-féle 2 pont
lehet.
Osszesen tehat 7- 8- 8 = 448 haromjegyli szdm van a 1
. pont
8-as szamrendszerben.
Ezek koziil a 9-es szamrendszerben nem haromje-
gytiek a (92 =) 81-nél kisebb szdmok (a tobbi igen, 1 pont

2113 irasbeli vizsga 6/21

2021. oktdéber 19.




Matematika — emelt szint

Javitasi-értékelési utmutatd

Mivel a 8-as szamrendszerben a legkisebb haromje-

gyl szam a 64, ezért a kedvezdbtlen esetek szama 1 pont
80—63=17.
r 17
A keresett valoszinliség | - ——=
g 43 1 pont
431
=— (=0,962).
148 ( ) 1 pont
Osszesen: | 7 pont
4. a)
Az 6tszognek 5 oldala és 5 atloja van.
A 10 szakasz mindegyike kétféle lehet (vastagitott 1 pont
vagy nem vastagitott).
Az 6sszes kiilonb6zd lehetdség szama ezért (10 10
10 1 pont Z =
27 =1024. =\ k
(1024 > 400, igy) mindenkinek jut kiilonb6z0 kartya. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
4. b) elsé megoldas
4
130 Az 4bra jeldléseit hasznaljuk. 1 pont
B 50 F 50 C
Az ABF derékszogli haromszogben
_ 2 2 _
cosP :% (= 0.3846), I pont | AF =/130° 50> =120
120 12
S B = ﬁ E
ahonnan 3 = 67,4°. 1 pont
50 5
cosfp=—=—
130 13
A BCD haromszog teriilete 2000 m?, 12
BD-100-sin 67,4° 1 pont | 2P 1005
ezért 22— 2000. pon 5 13 _ 2000
., , 130
Ebbdl BD = 43,3 (méter). 1 pont | BD = KN
A BCD haromszogben felirva a koszinusztételt: | pont
CD* = 43,3* +100% —2-43,3-100- cos 67,4° . pon
Ebbdl a kerités hossza: CD = 92,4 méter. 1 pont
Osszesen: | 7 pont
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4. b) masodik megoldas

130 Az abra jeloléseit hasznaljuk. 1 pont

B E F 50 C

Az ABC haromszdg AF magassaga Pitagorasz-tétel-

1 pont
lel: 4/130° =50 =120 (méter). P

Az ABC egyenl6 szaru haromszog teriilete:

100-120 — 6000 (m?), 1 pont
Mivel a BCD héaromszog teriilete 2000 m?, ezért az A BCD haromszog BC ol-
ABC haromszoggel k6zos BC oldalahoz tartozo daldhoz tartozo magas-
. . . 1 pont
magassaga harmada az ABC haromszogének: sdea: DE = 2-2000 _ 40
DE (= 120:3) = 40 (méter). e 100
BDEA ~ BAFA, mert mindkettdé derékszogi, 1
o L . . pont
¢és koz0s az egyik hegyesszogiik.
A haromszdgek hasonlosaganak aranya
, 50 , 250 1 pont
DE:AF =1:3, ezért BE:?, igy EC:T.
A DEC derékszogli haromszogbdl Pitagorasz-tétellel
szamithaté a CD kerités hossza:
1 pont

2
CD =,[40° + (%j ~ 92,4 méter.

Osszesen: | 7 pont

4. ¢)
Ha a magyar résztvevok életkoranak atlaga x év,
akkor 45,7 = 200x+70-44+130-48. 2 pont
200+70+130

18 280 = 200x + 9320 1 vont
200x = 8960 P
x = 44,8 (tehat a magyar résztvevok életkoranak at- 1

. pont
laga 44,8 év).

Osszesen: | 4 pont
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II.
5. a)
A sorozat elsd 5 tagja 1, 3, 6, 10, 15; 1 pont
az atlaguk 7. 1 pont
A széras: Ez a pont akkor is jar, ha
2 2 2 S S a vizsgazo szamologéppel
\/ (=77 +@=7'+(6=T7 +(10-77 +(IS=77 _ | 1pont| om0 e
5 meg a Szordst.
(=+/25,2)=5,02. 1 pont
Osszesen: | 4 pont
5.b)
(””J (n+2)(n+1)
a 2 )
b = n+l = = =
"Ta (ntl (+ D) I'pont
2 2
=nt2 1 pont
n pO
n, -
1,2 _n
=1+ - 1 pont | = "
n
(Aznt— 2 sorozat hatarértéke 0, ezért) A (by) sorozat hatdreértéke
n Ipont| 1+0 1
a (b,) sorozat hatarértéke 1. 1
Osszesen: | 4 pont
5. ¢) elsé megoldas
A szamtani sorozat 6sszegképlete alapjan
az elso n tag Osszege
100 = (2¢,+(n—1)-0,25)-n ’
2 2 pont
az elsd 2n tag Osszege
300 = (2¢,+(2n—1)-0,25)-2n
2
Az elsd egyenletbdl 2¢,n+ 0,251n* —0,251n =200, 5
ont
a masodik egyenletbél 2¢,n+0,51” —0,257=300. P
Az els6 egyenletet kivonjuk a masodikbol: 2 pont
0.25n" = 100, azaz n” = 400. P
Az egyenlet megoldasa n = 20 (n = —20 nem lehet). 1 pont
Ellend6rzés (¢, = 2,625, S5y = 100, Sy = 300 valdban). 1 pont
Osszesen: | 8 pont
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5. ¢) masodik megoldas

A szédmtani sorozat 0sszegképlete alapjan
az elso n tag Osszege
100 = (201 +(n—1)-0,25)'n ’

2 2 pont
az elsO 2n tag Osszege
(2¢,+(2n-1)-0,25)-2n

2

300 =

(Kifejezziik 2¢,-et:)

Az els6 egyenletbdl 2¢, = 200 _ (n-1)-0,25,

n 2 pont

L . 300
a masodik egyenletbdl 2¢, =———(2n-1)-0,25,
n
fgy 229 (1=1).0,25=22_ (2 -1)-0.25. 1 pont
n n

Szorzunk 4n-nel, és rendeziink: 1> =400. 1 pont
Az egyenlet megoldasa n = 20 (n =20 nem lehet). 1 pont

Ellendrzés (¢ = 2,625, S>o = 100, Sy = 300 valdban). 1 pont

Osszesen: | 8 pont

5. ¢) harmadik megoldas

Jeldlje d a sorozat differenciajat!
¢, =c+nd,c,,=c,+nd,ésigy tovabb:

p - " 2 2 pont
a sorozat elso n tagja 6sszegénél n - nd = n"d-vel
nagyobb a sorozat masodik » tagjanak az 0sszege.
A masodik n tag 6sszege 300 — 100 = 200, 1 pont
ez pedig 200 — 100 = 100-zal nagyobb az els6 n tag 1
.. o pont
Osszegeénél.
Innen 100 = n’d. 1 pont
Mivel d = 0,25, igy n” = 400. 1 pont
Az egyenlet megoldasa n = 20 (n = —20 nem lehet). 1 pont
Ellendrzés (c; = 2,625, Syp = 100, Sy = 300 valdban). 1 pont

Osszesen: | 8 pont
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6. a) elsé megoldas

Legyen a haromszdg szara (cm-ben mérve) b.
Az egyiptomi szamitas szerint a teriilet kozelitéleg

mint 25%, akkor

9.-m’ +81
T «1,25.
Om

1 pont
18-b
—=9b.
B b m b
A haromszdg alapjahoz tartozé magassaga (Pitago- : . 7
on
rasz-tétellel) m =~/b* —9* . P 18
A haromszog teriilete valdjaban 182-m =9-4/b* -81. 1 pont
A valédi teriilet (m < b miatt) kisebb, mint a kozelité Ez a pont akkor is jar, ha
Srték 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
’ oldasbol deriil ki.
ezért, ha a szamitasban elkovetett hiba kisebb,
- 9b 1 pont
mint 25%, akkor ———=<1,25. pon
9-4b*—81
Rendezve: b<1,25-+/b* —81. 1 pont
(Mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens
atalakitas:) b* <1,5625-(h* —81),
1,5625-81 2 pont
ahonnan b*> > >——— =225,
0,5625
innen b > 15.
A haromszdg szara tehat nagyobb, mint 15 cm. 1 pont
(Ilyen haromszog mindig 1étezik.)
Osszesen: | 9 pont
6. 2) masodik megoldas
Legyen a haromszdg alapjahoz tartoz6 magassaga
(cm-ben mérve) m.
18-m 1 pont
A haromszog teriilete valojaban =9m. b b
m
A haromszdg széra (Pitagorasz-tétellel) b =~'m” +9° 1 pont
) 08
Az egyiptomi szamitas szerint a teriilet kozelitéleg
182-b:9.\/m' 1 pont
A valddi teriilet (m < b miatt) kisebb, mint a kozelité Ez a pont akkor is jar, ha
Srték 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
’ oldasbol deriil ki.
ezért ha a szamitasban elkovetett hiba kisebb,
1 pont
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Rendezve: Nm® +81<1,25m. 1 pont
(Mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekviva-
lens atalakitas:) m* +81<1,5625m",
2 pont
ahonnan m’ > =144 | tehat m > 12,
0,5625
ésigy b>~12°+9> =15.
A héromszdg széra tehat nagyobb, mint 15 cm. 1 pont
(Ilyen haromszog mindig 1étezik.)
Osszesen: | 9 pont
Megjegyzés: A grafikonon lathatd, hogy mely esetekben y R
., mititkodik jol” az okori egyiptomiak kozelitése ‘ ‘
(a = alap hossza, b = szar hossza). b
2 \ T et ¢ 2x
\ T sa B 4x* -1
1,25f - A\
s > X
2 6
6. b)
1:2:3:4:5-6=61=2"3"-5(=5-12%) 1 pont
6! - k pontosan akkor (pozitiv) négyzetszam, ha a Ez a pont akkor is jar, ha
primtényez0ds felbontasaban minden primszam kite- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
voje paros szam, oldasbol deriil ki.
ezért k csak 5m” alaku lehet (k, me N*).
) ’ 2 2 pont
(Ekkor 6! -k =5-12"-5-m" = (60m)".)
Megoldand6 az 5m” < 1000 egyenlet. 1 pont
m<~200~ 14,1, 1 pont
tehat 14 olyan 1000-nél kisebb pozitiv egész szam 1
van, amelyik a feltételeknek megfelel. pont
Osszesen: | 7 pont

Megjegyzés: A feltételnek megfelelé szamok a négyzetszamok otszorosei koziil az 1000-nél ki-
sebbek, tehdt 5 (= 5-1%), 20, 45, 80, 125, 180, 245, 320, 405, 500, 605, 720, 845, 980 (= 5- 14°).
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7. a)

Az egyenes 4 abszcisszaju pontja (4; 3). 1 pont

Az R fligglleges tavolsaga3 —2 =1, 1 pont

az S fiiggdleges tavolsaga 5 — 3 = 2. 1 pont
Osszesen: | 3 pont

7. b)

Az A pontnak az y = mx egyenestdl mért fliggdleges
tavolsaga az (1; 3) és az (1; m) pontok tavolsaga.
Ugyanigy a B pont fligg6leges tavolsaga a (3; 5) és a 1 pont
(3; 3m), a C ponté pedig a (4; 4) és a (4; 4m) pontok
tavolsaga.

Ez a pont akkor is jar, ha
ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

Tehat az alabbi 6sszeg minimumat keresstik:

(A keresett egyenes egyenlete y = % x.)

(m=3) +(3m—5) +(4m—4)’= 2 pont
=26m> —68m+50. 1 pont
Az f(x)=ax’ +bx+c masodfoku ffiiggvénynek mi- A {conkrét esetben:
f'(m)=52m—-68, ennek
nimuma van, ha a > 0, és ezt a minimumot x=——- | 1 pont* | g zérushelyénél minimdlis
o 2a lesz f értéke (mert  5-
nal veszi fel. egyilitthatoja pozitiv).
o 68 17
A 26m* —68m + 50 kif és tehat m = — = — -nal
m m ifejezés tehat m -1 na Som— 68=0
lesz minimalis. 1 pont = 08
52

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzések: 1. A *-gal jelolt pontot az alabbi gondolatért is me

kaphatja a vizsgdzo.

, 17Y 72
26m* ~68m+50=26| m—-— | +k (ahol k=—). 1 pont

2. A pontokra legjobban illeszkedo6 (origon atmend) egyenest és az
t0l az egyenestol mért fiiggoleges tavolsagokat szemlélteti az abra.
A legkisebb négyzetosszeg kb. 5,54.

et- Y B

1,08 / il23

1,69
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7. ¢)
A h egyenes egyenlete y = x. 1 pont
Megkeressiik g (parabola) €és & kdzos pontjait:
%(—2)62 +11x)=x. I'pont
Nullara rendezve: 0=2x" —8x,
ahonnan x = 0, illetve x = 4. 1 pont
(Két kozds pont van, az origd és a C(4; 4) pont.)
y
A két metszéspont kdzott a parabola az egyenes fo- 4 h
16tt helyezkedik el, ezért a keresett teriiletet az
L] | | I pont
J(— (=2x* +11x)— xj dx integral értéke adja. -
o\3 4 \ ke
4 4
I(l(—2x2+11x)—xjdx:{—gx3+ix2} = 2 pont
o\ 3 9 3,
2 5 4 ,) 64
( 5 4 + 3 4 j 9 1 pont
Osszesen: | 7 pont
8.a)
Ha a séarga lapok szama 1, akkor 1 megfelel6 kocka
1 pont
van.
Ha a séarga lapok szama 2, akkor 2 lehetdség van:
ezek lehetnek egymadssal szemkozti vagy élben szom- | 1 pont
szédos lapok.
Ha a séarga lapok szama 3, akkor ezek elhelyezkedé-
sét tekintve két eset lehetséges: .
1. eset: Ha van kozottiik két szemkozti sarga lap, ak- 1 pont Djj
kor a forgdsszimmetria miatt a harmadik sarga lap sl
egyértelmi, ezért ez 1 szinezési lehetdség.
2. eset: Ha nincsenek szemkozti sarga lapok, akkor a
harom sarga lapnak egy koz0s cslicsa van, tehat ez is 1 pont
1 szinezési lehetdség.
Ha a sarga lapok szama 4 vagy 5, akkor a kék lapok
szdma rendre 2, illetve 1, igy ilyen szinezésbdl is 2, 1 ¢
illetve 1 van (ugyantigy, mint 2, illetve 1 sarga lap pon
esetén).
Osszesen 1 +2 +2 +2 + 1 = 8 kiilonboz6 kocka ké- |
, " , pont
szithetd valdban.
Osszesen: | 6 pont
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8. b) elsé megoldas

Dori egy csokoladé vasarlasa esetén — valosziniiség- oL
8 Ez a pont akkor is jar, ha

1 pont | ez a gondolat csak a meg-

gel kapja meg a hianyz6 kockat (g valdsziniiséggel oldasbol deriil ki

nem).

(A komplementer esemény valdszinliségét szamitjuk
ki.) Annak valdsziniisége, hogy egyik ajandék sem

3 1 pont
W (7
megfeleld: (gj .

Annak valoszinlisége tehat, hogy valamelyik ajandék

7Y 1 pont
megfeleld: 1—(§j , pon

ami kb. 0,330. 1 pont

Osszesen: | 4 pont

8. b) misodik megoldas

Dori egy csokoladé vasarlasa esetén 3 valdsziniiség-

gel kapja meg a hidnyzo kockat. Igy annak valészinii-

sége, hogy mindharom csoki a hidnyzo6 kockat tartal- 1 pont

3
mazza: (éj ~ 0,002.

Lehet, hogy a hdrom csoki koziil kettdben is a hi-
anyzo6 kocka van, de a harmadikban nem.

e [(3) (1Y (7
Ennek a valdszintisége RN =~ 0,041.

1 pont

Lehet, hogy a hadrom csoki koziil egyben a hianyzé
kocka van, de a masik kettGben nem.

N 1) (7 1 pont
Ennek a valdszintisége (1 ] . (gj . (gj =~ 0,287.

A kérdezett valoszintiség tehat (koriilbeliil):

0,002 + 0,041 + 0,287 = 0,330. I'pont

Osszesen: | 4 pont
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8. ¢) els6 megoldas

Az ABG haromszdgben BG = 1042 ,
¢s (példaul a térbeli Pitagorasz-tétellel) 1 pont

AG =102 +10>+10> =103 .

ABG <« =90° (mert AB merdleges a BCGF sikra, | pont AB* +BG* = AG®,
¢és igy merdleges annak barmely egyenesére). P ezért ABG < = 90°.

(A beirt kor sugarat az r = ! képletbdl szamitjuk ki.)
S

Az ABG haromszog teriilete 2 pont
. AB-23G _l010v2 o5

A haromszog kertilete 10+ 1072 +1043 ,

1 pont
innen a félkeriilet hossza s =5+ 5\/5 + 5\/§ . P

5042

A beirt kor sugara r =——=—~==~ 3,41 egység. 1 pont
S 524543 SR

Osszesen: | 6 pont

8. ¢) masodik megoldas

Az ABG haromszogben BG =104/2 ,
¢s (példaul a térbeli Pitagorasz-tétellel) 1 pont

AG =~10*+10*+10> =10/3 .

ABG <t =90° (mert AB merdleges a BCGF sikra,

¢s igy merdleges annak barmely egyenesére). I pont

G Az ABG derékszogli haromszog
beirt kdrének kdzéppontjat je-
10v2-r 1042 l6lje O, sugarat r, a kor az olda-
lakat érintse rendre a P, O, R
pontokban az abra szerint.
o Egy korhoz adott kiilsd pontbol 2 pont
AT0=r R 7B huazott két érint@szakasz hossza
megegyezik, tovabba az érintési
pontba hiizott sugar merdleges az érintdre.
gy PORB egy r oldala négyzet, AR = AQ = 10 — r,
GP=GO=102—-r.

Az AG atfogo a két érintdszakasz Osszege, tehat

1043 =10-r+10+2 -7, 1 pont

10+10v2 —104/3

2 1 pont

ebbdl a beirt kor sugara: r =

(=5(1++/2=/3)) = 3,41 egység.

Osszesen: | 6 pont
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8. C) harmadik megoldas

Az ABG haromszogben BG = 1042 .

1 pont

ABG <« =90° (mert AB merdleges a BCGF sikra,
¢s igy merdleges annak barmely egyenesére).

1 pont

Az abra szerint az ABG derék-

0z Zéppontja O, sugara r, €és a kor az
i AB befogbt az R pontban érinti.
Legyen tovabba BAG < = q..

A RrB
1042
tgo :1—\({—=\/§ , innen o = 54,7°.

Mivel a beirt kor kozéppontja a szogfelezok metszés-

pontja, ezért BAO < = % és OBA < = 45°.

sz0gl haromszog beirt korének ko-

2 pont

(Az ARO derékszogli haromszogbdl) AR =r- ctg% ,

masrészt RB = r miatt AR+ RB = r-ctg%+r =10.

1 pont

10
A beirt kor sugara r = ——— =~ 3,41 egység.
ctg 27,35°+1

1 pont

Osszesen:

6 pont
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9. a)

Az Osszeolvasztas utan kapott gyertya V térfogata

V=r'nh+R’th=("+R")-nh, I pont

%
alapkdrének sugara , /—h =\r’+R* . 1 pont
T

Bizonyitando, hogy \r° + R> >+/2rR . 1 pont

2R Négyzetre emelés és ren-
/2 -vel osztva kapjuk, hogy | 5 >+/rR , ami dezés utan kapjuk, hogy

F*+R*=2rR >0, azaz

éppen a két pozitiv szdm négyzptes ¢s mértani ko- 2pont | (r—R)’ 20, ami igaz.
zepe kozti egyenlétlenség, igy igaz. Ekvivalens dtalakitasokat
(Az 1j gyertya sugara valoban legalabb J2rR, végeztiink, az allitast te-
¢és egyenldség csak » = R esetén all fenn). hat beldttuk.

Osszesen: | 5 pont

9. b)

(A hosszlisagokat cm-ben, a

teriileteket cm?-ben, a térfo- 2r ,

gatot cm’-ben adjuk meg.) 1 5 m Ez a pont akkor is jar, ha
Az 4bra az m magassagu hen- o y 1 pont | a vizsgdzd dbra nélkiil
ger forgastengelyén athalado r helyesen szamol.

egyik sikmetszetét mutatja. A bura sugara 15, a torta
alapkorének sugara r (0 <r <15).

Pitagorasz-tétellel: 7° +m’ =157, 1 pont
ahonnan 7° =225—m’.

Az m magassagu torta térfogata

V =r*mm=(225-m")mm = 225nwm —mm’ valdban. 2 pont

Osszesen: | 4 pont

9. ¢) els6 megoldas

(A hosszusagokat cm-ben, a teriileteket cm?-ben, a
térfogatot cm>-ben adjuk meg.) A bura alatt elhelyez-
hetd legnagyobb térfogatu tortat keressiik.

A 0 <m < 15 nyilt intervallumon értelmezett 1 pont

V(m)=225tm—mm’ fiiggvénynek ott lehet maxi-
muma, ahol a derivéltja 0. V'(m) = m(225-3m’).

225-3m* =0, azaz m* =75, m=~J75 =53

i 1 pont
(ez eleme az értelmezési tartomanynak).
Ha m* <75, akkor
V’(m)=—6nm V'(m)>0,ha m*>75,
Ez negativ,ha 0 <m < 15, 1 pont | akkor V'(m)<0, ezért
tehat V-nek maximuma van, ha m = 5\/§ ) V-nek maximuma van,

ha m* =75.
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A maximalis térfogatt forgashenger magassagara
m=53 (= 8,66), 1 pont
alapkorének sugarara r° =225-75=150 teljesiil,

ezért a maximalis térfogat

Vmax =r’mm = 1507-5.5\/? = 75075,\/5 (: 4081). 1 pont

A félgdmb alaku bura térfogata

3
25T rs0m (= 7069), I pont

az alatta elhelyezhetd legnagyobb torta térfogata

50m-+/3 3
ennek M = £ (z@) ~0,577-szerese, 1 pont
22507 3 7069

ami valdban kisebb 0,6-nél. Az allitas tehat igaz.

Osszesen: | 7 pont

9. ¢) masodik megoldas

(A hosszusagokat cm-ben, a teriileteket cm?-ben, a
térfogatot cm>-ben adjuk meg.)

Mivel m =+/15" —r , ezért a henger térfogata 1 pont
r figgvényében: V(r)=r'mm=r’n-\225-r"
(0<r<15).
A félgdmb alaku bura térfogata
3
2-15 n=2250n, 1 pont
2 2
m-N225—
igy be kell latni, hogy — " <0,6. 1 pont
22501

Rendezés utan 7~ -v225—r* <1350 1 pont
Mivel mindkét oldal pozitiv, négyzetre emelhetiink,

s 1 pont*

majd osztunk 4-gyel: %% -(225-7r")<455625.

A bal oldal harom pozitiv tényezdjére alkalmazzuk a Egyenloség csak
mértani és szamtani kdzép kozti egyenldtlenséget: 2
P 3 5= 225—77, tehat
2 2 4+ (225-1%) 1 pont*
r r_.(225_72)g 2 2 =753 r=+150 esetén van (ez
2 2 3 a maximalis térfogatu

torta sugara).

Mivel 75° = 421 875 < 455 625, és 1épéseink ekviva-

%
lensek voltak, az allitast belattuk. I pont

Osszesen: | 7 pont
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Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgdzo:

2-vel osztva mindkét oldalt

=2250m (= 7069),

L 25— <675, I pont
V2 V2
A bal oldal harom pozitiv tényezdjére alkalmazzuk a Egyenléség csak
mértani €s négyzetes kozép kozti egyenldtlenséget:
; S =251, tehar
oo ) )2 \/5
S+ 42257 3 1 pont ,
T s <] 22 _ 752 r=~/150 esetén van (ez
\/5 \/5 3 a maximalis térfogatu
torta sugara).
3
Mivel 752 = 649,52 <675, és Iépéseink ekvivalen- 1 )
sek voltak, az dllitast belattuk. po
9. ¢) harmadik megoldais
(A hosszusagokat cm-ben, a teriileteket cm?-ben, a
térfogatot cm>-ben adjuk meg.)
Mivel m =+/15% —r* , ezért a henger térfogata 1 pont
r figgvényében: V(r)=r’mm =r’m-225-r
(0<r<15).
A 0 <r <15 nyilt intervallumon értelmezett
V(r)=r'm-\225—r" fiiggvénynek ott lehet maxi- (45037
muma, ahol a derivaltja 0. 1 pont | V'(r)=——+——-=
e V22577
V'(r)=2rm-N225—r> + ————-(=2r)
2422577
2 2
Ez0,ha 2rm-+/225— 1> =— L .2y, azaz or(430-3r7)
2422577 lpont | +/225—,2
2(225-7%)=r?, ahonnanr =+/150 (mert » # 0). r=0vagyr= 150
, (450377 )
Vi(r)= u , €z pozitivbol negativba valt
v ) pon
az r =+/150 (#" = 150) helyen.
V-nek tehat valoban maximuma van itt.
Ekkor m =+/225-150 =+/75 =53 (= 8,66),
¢s igy a maximalis térfogat 1 pont
V. =r*mm=150m-5+/3 = 750m-/3 (= 4081).
A félgdmb alaku bura térfogata
2-15n 1 pont
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az alatta elhelyezhetd legnagyobb torta térfogata
750m\3 _ V34081

ennek =——(=——)=0,577-szerese, ami | 1 pont
22507 3 7069
valdban kisebb 0,6-nél. Az allitds tehat igaz.
Osszesen: | 7 pont
9. C) negyedik megoldas
(A hosszlisagokat cm-ben, a
teriileteket cm?-ben, a térfo- Pld
gatot cm®-ben adjuk meg.) 7\
Az abra jeloléseit hasznalva y .
m=15sina és r = 15¢cosaL. r V(oc)—rn:n— .
Az m magassagu torta térfogata: 1pont | = 225mcos” ou-15sin o
V(o) =225mtm—mm’ = 3375n(sin o — sin’ov) O<o<DX
2
T
O0<a<-—).
( 5 )
A bura alatt elhelyezhet6 legnagyobb térfogata tortat
keressiik.
AV fugg\(ét}yt}ek ott lehet maximuma, V(o) = 33757
ahol a derivaltja 0. 1 pont ; .,
V(o) =3375m(cos 0. —3sin” o.cos o) (cos” o—2cos aLsin” o)
cos o —3sin” a.cos o = cos ol —3sin* o) =0, cos’ o.—2cos oLsin® oL =
1 1 pont |=cosoi(cos” o.—2sin’ o) =
ha cosa =0, vagy sino. = —= (hiszen sin o > 0). pon ( . )
\/5 =cosa(l-3sin"a) =0
cos o = 0 nem lehet (mert 0 < o < g),
1 y :
sinoc=—3 helyen V() pozitivbol negativba valt, I pont
igy V-nek itt maximuma van (o = 0,6155 radian).
A maximumhelyen
1
m=15—==53 (=8.66) =225.2 =150, I pont
V. =r*mm=150m-5+/3 = 7507 /3 (= 4081).
A félgdmb alaku bura térfogata
2:15°n
=22507 (= 7069), I pont
az alatta elhelyezhetd legnagyobb torta térfogata
750m-+/3 3
ennek L\/_ = £ (zM) ~ 0,577-szerese, 1 pont
22507 3 7069
ami valdban kisebb 0,6-nél. Az allitas tehat igaz.
Osszesen: | 7 pont
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