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Javitasi-értékelési utmutatd

Fontos tudnivalok

Formai eloirasok:

1. Kérjiik, hogy a dolgozatot a vizsgaz6 altal hasznalt szinlitdl eltéré szinii tollal, olvas-
hatéan javitsa ki.

2. A feladatok mellett talalhat6 sziirke téglalapok koziil az els6ben a feladatra adhat6 ma-
ximalis pontszdm van, a javitd altal adott pontszim a mellette levd téglalapba
kertiljon.

3. Kifogastalan megoldas esetén kérjiik, hogy a maximalis pontszam feltiintetése mellett
kipipélassal jelezze, hogy az adott gondolati egységet latta, és jonak mindsitette.

4. Hidnyos/hibas megoldas esetén kérjiik, hogy a hiba jelzése mellett az egyes részpont-
szamokat is irja ra a dolgozatra. Ha a dolgozat javitasat jobban kdvethetévé teszi, akkor
a vizsgazo altal elvesztett részpontszamok jelzése is elfogadhat6. Ne maradjon olyan
részlet a megolddsban, amelyrdl a javitas utdn nem nyilvanval6, hogy helyes, hibas vagy
folosleges.
5. A javitas soran alkalmazza az alabbi jeloléseket.
e helyes 1épés: kipipalas
e clvi hiba: kétszeres alahuzas
e szamolasi hiba vagy mas, nem elvi hiba: egyszeres aldhizas
o rossz kiindul6 adattal végzett helyes 1€pés: szaggatott vagy dthuzott kipipdlas
¢ hianyos indoklas, hidnyos felsorolas vagy mas hiany: hidanyjel
o nem érthetd rész: kérdojel és/vagy hullamvonal
6. Az abran kiviil ceruzaval irt részeket ne értékelje.

Tartalmi kérések:

1. Egyes feladatoknal tobb megoldas pontozasat is megadtuk. Amennyiben azoktol eltéré
megoldas sziiletik, keresse meg ezen megolddsoknak az Gtmutatd egyes részleteivel
egyenértéki részeit, €s ennek alapjan pontozzon.

2. A pontozasi itmutatd pontjai tovabb bonthaték, hacsak az utmutaté masképp nem
rendelkezik. Az adhat6 pontszdmok azonban csak egész pontok lehetnek.

3. Ha a megoldasban szamolasi hiba, pontatlansag van, akkor csak arra a részre nem jar
pont, ahol a tanul6 a hibat elkdvette. Ha a hibas részeredménnyel helyes gondolatmenet
alapjan tovabb dolgozik, és a megoldando6 probléma lényegében nem valtozik meg, ak-
kor a kovetkez6 részpontszamokat meg kell adni.

4. Elvi hibat kovetéen egy gondolati egységen beliil (ezeket az itmutatéban kettés vonal
jelzi) a formadlisan helyes matematikai Iépésekre sem jar pont. Ha azonban a tanulo
az elvi hibaval kapott rossz eredménnyel — mint kiindulé adattal — helyesen szdmol to-
vabb a kdvetkezd gondolati egységekben vagy részkérdésekben, akkor ezekre a részekre
kapja meg a maximalis pontot, ha a megoldand6 probléma lényegében nem valtozott
meg.

5. Ha az Gtmutatéban egy megjegyzés zardjelben szerepel, akkor ennek hidnya esetén is
teljes értékl a megoldas.
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6.

7.

8.

9.
10.

11.

12.

13.

14.

15.

Mértékegység hianya esetén csak akkor jar pontlevonas, ha a hianyzo mértékegység
valaszban vagy mértékegység-atvaltasban szerepel (zardjel nélkiil).

Egy feladatra adott tobbféle megoldasi probalkozas koziil a vizsgazo altal megjelolt
valtozat értékelhet6. A javitas soran egyértelmiien jelezze, hogy melyik valtozatot ér-
tékelte, és melyiket nem.

A megoldasokért jutalompont (az adott feladatra vagy feladatrészre eléirt maximalis
pontszamot meghaladd pont) nem adhaté.

Egy feladatra vagy részfeladatra adott 6sszpontszam nem lehet negativ.

Az olyan részszadmitasokért, részlépésekért nem jar pontlevonas, melyek hibéasak, de
amelyeket a feladat megoldasdhoz a vizsgaz6 ténylegesen nem hasznal fel.

A gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matemati-
kai indoklas nélkiil — a kovetkezé miiveletek elvégzésére fogadhaté el: Gsszeadas,

n
kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gydkvonas, n!, (kj kiszamitasa, a fliggvénytab-

lazatban fellelhetd tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg, log €s ezek inverzei), a  €s az
e szam kozelité értékének megadasa, nulldra rendezett masodfoka egyenlet gyokeinek
meghatarozasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil hasznalhatok a szamoldgépek az
atlag €s a szoras kiszamitasara abban az esetben, ha a feladat szovege kifejezetten nem
koveteli meg az ezzel kapcsolatos részletszdmitasok bemutatasat is. Egyéb esetekben
a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamitanak, igy azokeért
nem jar pont.

Az abrak bizonyito erejii felhasznalasa (példaul adatok leolvasasa méréssel) nem elfo-
gadhato.

Valoszinliségek megadasanal (ha a feladat szovege masképp nem rendelkezik) a szaza-
lI¢kban megadott helyes valasz is elfogadhato.

Ha egy feladat szovege nem ir el6 kerekitési kotelezettséget, akkor az itmutatoban meg-
adottol eltérd, észszeri és helyes kerekitésekkel kapott rész- és végeredmény is elfo-
gadhato.

A vizsgafeladatsor II. részében Kitiizott S feladat koziil csak 4 feladat megoldasa
értékelhetd. A vizsgazo az erre a célra szolgald négyzetben — feltehetéleg — megjelolte
annak a feladatnak a sorszdmat, amelynek értékelése nem fog beszdmitani az 6sszpont-
szamaba. Ennek megfeleléen a megjelolt feladatra esetlegesen adott megoldast nem is
kell javitani. Ha a vizsgdz6 nem jeldlte meg, hogy melyik feladat értékelését nem kéri,
¢s a valasztas ténye a dolgozatbol sem dertil ki egyértelmiien, akkor a nem értékelendd
feladat automatikusan a kitlizott sorrend szerinti utolso feladat lesz.
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1. a)

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | a vizsgazo behelyettesi-
téssel ellenoriz.

(A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya miatt
x>—4¢s)x>2.

3=log, 8 1 pont
(A logaritmusok 0sszegére vonatkozd azonossagot
felhasznalva) log,(8x—-16) =log,(2x+8). I pont
(A logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmii, ) ¢
ezért) 8x — 16 = 2x + 8. pon
x=4 1 pont
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy (az értelmezési

tartomanyon) ekvivalens atalakitdsokra hivatkozas- 1 pont
sal.

Osszesen: | 6 pont

1. b) elsé megoldas

A megoldandé egyenlet: 2> =2 -7 1 pont
2X
—=2"-7 1 pont
2 p
2" =8 1 pont
(Az exponencialis fliggvény kolcsondsen egyértelmii,
. . . g 1 pont
ezért) a metszéspont elsd koordinataja x = 3,
masodik koordinatdja y = (f(3) =g(3) =) 1. 1 pont

(Tehat a metszéspont az M(3; 1) pont.)

Osszesen: | 5 pont

1. b) masodik megoldas

) A
24
Az f fiiggvény abrazolasa. 2 pont M4
. ’
3 X
A g fiiggvény abrazolasa ugyanabban a koordinata- o
1 pont
rendszerben.
-6
A fliggvények grafikonjai az M(3; 1) pontban met- 1 pont
szik egymast. (Mas kozos pont nincs.) P
A leolvasott értékek ellendrzése behelyettesitéssel. 1 pont
Osszesen: | 5 pont
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1. ¢)
A h fiiggvény értelmezési tartomanya {2; 3; 5; 7}. 1 pont
(A h fﬁggvél}y kélcsén6§en egyér:[elynﬁ,’ ezért 1étezik Ez a pont akkor is jir, ha
inverzfiiggvénye.) A h fiiggvény értékkészlete meg-
egyezik az inverzfliggvényének értelmezési tartoma- I'pont | ez a gondolat csak a meg-
, oldasbol deriil ki.
nyaval.
A h fiiggvény inverzének értelmezési tartomanya: 1 ¢
£0,5; 1; 4; 16, pon
Osszesen: | 3 pont
2. a)
Egy olyan megfelel6 szam van, amely nem tartalmaz 1 ¢
0 szémjegyet (1111111). pon
Ha a szam egy 0 szamjegyet tartalmaz, akkor az a
legnagyobb helyiértéken kiviil barhol lehet, tehat 1 pont
6 ilyen szdm van.
Ha a szam két 0 szdmjegyet tartalmaz, akkor ezek a
legnagyobb helyiértéken kiviil barhol lehetnek, igy
6 1 pont
helyiiket (2j = 15-féleképpen valaszthatjuk ki.
Osszesen tehét (1 + 6 + 15 =) 22 megfelel szam van. 1 pont
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a vizsgdzo, ha rendezetten felsorolja a megfelelo sza-

mokat, és ez alapjan helyesen valaszol.

2. b) els6 megoldas

(A H-nak 9 eleme van.)

8
[3) =56 olyan négy-

7
[3} =35 olyan négyelemii részhalmaza van H-nak, Lpont | 1o részhalmaza van
amelynek az 1 eleme, de a 2 nem. Z’iak’ amelynek eleme
Ugyanennyi olyan négyelemii részhalmaza van Ugya’z? e olyan négy-
1 pont | elemii részhalmaz van,
H-nak, amelynek a 2 eleme, de az 1 nem.
amelynek eleme a 2.
7
[ j =21 olyan négyelemii részhalmaza van H-nak,
2 1 pont
amelynek az 1 és a 2 is eleme.
(Logikai szitat alkal-
Osszesen tehat (35 + 35 + 21 =) 91 megfeleld rész- . ’"“ZV“Z kl“{’ﬂfk’ hholgy) a )
halmaz van pont | megfelel6 részhalmazo
’ szdma
(56 +56-21=)91.
Osszesen: | 4 pont
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2. b) masodik megoldas

(A H-nak 9 eleme van.)

8
[J =56 olyan négyelemii részhalmaza van H-nak, 1 pont
amelynek eleme az 1.
Ezeken kiviil megfeleléek azok a négyelemti részhal-
mazok is, amelyeknek az 1 nem eleme, de a 2 igen.
7 2 pont
Ezeknek a szdma (3] =35.
Osszesen tehét (56 + 35 =) 91 megfelelé részhalmaz | pont
van. P
Osszesen: | 4 pont
2. b) harmadik megoldas
Komplementer mddszerrel hatarozzuk meg a megfe- £z a pont akkor is jar, ha
.o . 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
leld részhalmazok szamat. e I
oldasbol deriil ki.
(A H-nak 9 eleme van.)
Osszesen (4} =126 négyelemii részhalmaza van 1 pont
H-nak.
7
=35 olyan négyelemii részhalmaza van H-nak,
4 1 pont
amelynek sem az 1, sem a 2 nem eleme.
Osszesen tehat (126 — 35 =) 91 megfeleld részhalmaz 1
pont
van.
Osszesen: | 4 pont
2.0)
Az allitds megforditdsa: ! ¢
= on
LS2HaANB =, akkor A=B.” P
A megforditds hamis. 1 pont
Példaul 4 = {1} és B = {2} esetén a két halmaz met- 1 pont
szete tires, de A#B. P
Osszesen: | 3 pont
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3. a) elsé megoldas

Az 6sszes lehetséges (egyenld valosziniiségii) kime-

netel szama 6° (=7776). 1 pont

Ez a pont akkor is jar, ha

A Sor szamkombindaci6 2-féle lehet (1-2-3-4-5 vagy 1 pont | ez a gondolat csak a meg-

2-3-4-5-6).

oldasbol deriil ki.
Mindkettd 5! (= 120)-féleképpen lehetséges. 1 pont
fgy a kedvezd kimenetelek szama 2-5! (= 240). 1 pont
A kérdezett valoszintiség tehat
240 [= i) ~0,031. I pont
7776 \ ' 162

Osszesen: | 5 pont

3. a) masodik megoldas

Ez a pont akkor is jar, ha
1 pont | ez a gondolat csak a meg-
oldasbol deriil ki.

A Sor szamkombinaci6 2-féle lehet (1-2-3-4-5 vagy
2-3-4-5-6).

Feltehetjiik, hogy az 6t kockaval egyesével dobunk.
Ekkor annak a val6szinlisége, hogy a jatékos 1-2-3-4-5
szamkombinaciot dob valamilyen sorrendben
54321 120 2 pont

(Elsore 5-félét, masodikra 4-félét dobhatunk, stb.)

Ugyanennyi annak a valoszinlisége, hogy a jatékos
2-3-4-5-6 szamkombinaciot dob valamilyen sorrend- 1 pont
ben.

A kérdezett valoszintiség tehat

ﬂ zi ~0,031. 1 pont
7776 162

Osszesen: | 5 pont
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3. b) elsé megoldas

A két kockaval 0sszesen 36-félét dobhatunk. 1 pont
(Ha az ujra felvett két kockaval két egyforma szamot P(Full House) = S
dob a jatékos, akkor két 3-as esetén Royal, kiilonben 1 vont 36
Full House szamkombinaciot kap. Tehat) 6-féle ked- P 1
vezd dobas lehetséges. P(Royal) = 36
A kérdezett valosziniiség tehat o1 . 1 pont >, 1.1
36 6 36 36 6

Osszesen: | 3 pont
3. b) masodik megoldas
Feltehetjiik, hogy a két kockaval egyesével dob a ja-
tékos. Barmit is dob az elsé kockaval, a masodik koc- 2 vont
kaval ugyanazt kell dobnia (3-as esetén Royal, mas p
esetben Full House lesz az eredmény).
A kérdezett valosziniség tehét é_ . 1 pont

Osszesen: | 3 pont
3.¢)
A komplementer esemény (egyik dobas sem 6-0s) Pontosan az egyik 6-os

e 2 1 pont indketté 6-0s:
valoszintisége (1-p)~. vagy mindketto 6-0s.
2
fgy (1-p)* =(1-0,64=)0,36. 1 pont (ljp(l—p)ﬂ?z =0,64.
1-p=0,6(mertp<1) 1pont | p>-2p+0,64=0
Ennek az 1-nél nem na-
p=04 1 pont | gyobb gyoke p = 0,4
(a masik 1,6).
Osszesen: | 4 pont
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4. a) els6 megoldas

Az ABC haromszdg teriilete a négyzet teriiletének fele. | 1 pont
Az AFC haromszog teriilete fele az ABC haromszog
terliletének (C-hez tartoz6 magassaguk kozos, alap- 1 pont
jaik aranya 1:2).
Az AFQ haromszdg teriilete hdromnegyede az AFC
haromszog teriiletének (F-bol induld magassaguk ko- 1 pont
z0s, alapjaik ardnya 9:12 =3:4).
113 3
Az AFQ haromszdog teriilete igy —-—-— =— része
o 8 224 16 1 pont
az ABCD négyzet teriiletének.
Osszesen: | 4 pont
4. a) masodik megoldas
Az ABC haromszdg teriilete a négyzet teriiletének fele. | 1 pont
AF 1 40 9 3 L vont
AB_2 AC 12 4 PO
1 3 . eo
AF - AQ-sin 45° EABZAC-sm45
TAFQA = = =
2 2 2 pont
_E.AB-AC~sin45°_§'T 3 Ty 3-T
- 8 2 - 8 ABCA — 8 2 16 ABCD
Osszesen: | 4 pont
4. a) harmadik megoldas
Az altalanossag megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik,
A négyzet oldalat jelolje x. Ekkor 4F = % . 1 pont | hogy a négyzet oldala
egysegnyi, és igy AF = %
Az AFQ haromszog AF oldalhoz tartoz6 magassaga a
0-bol az AB-re bocsatott merdleges szakasz.
Mivel Q az AC szakasz C-hez kozelebbi negyedeld- | 3
pontja, ezért ennek a magassagnak a hossza (a parhu- pont | m= 4
p . : 3
zamos szeldszakaszok tétele miatt) Zx.
x 3. 3
TAFQA:_2 4~ _3 1 pont TAFQA:E
2 16
Mivel az ABCD négyzet teriilete x°, ezért az AFQ
1
haromszog teriilete annak % része. pont
Osszesen: | 4 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo a négyzet oldalhosszanak egy konkrét értékével dolgozik, de nem
emliti, hogy ez nem megy az altalanossag rovasara, akkor legfeljebb 3 pontot kaphat.
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4. b) elsé megoldas

AF=12,4C =242 , 4P =82, 40 =182

. . 2 pont
A PAF sz0g nagysaga 45°.
A PAF haromszogben koszinusztétellel:
FP> =(8J2)? +122—2.82 -12-cos 45° = 80. I pont
Tehat FP =+/80 =4+/5 valoban. 1 pont
Az AFQ haromszdgben koszinusztétellel:
OF? = (18v2)2 +12% = 2182 -12 - cos 45° = 360. I pont
Tehat OF =+/360 =6+/10 valéban. 1 pont

Osszesen: | 6 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo megoldasaban kozelito értékeket is felhasznal, akkor legfeljebb

4 pontot kaphat.

4. b) masodik megoldas

Merdlegest bocsatunk P-bol és O-bdl AB-re, a talp-
pontokat jeldlje rendre 7 és U.

o

APT, AQU és ACB egyenl6szaru derékszogl harom- 2 pont »
szogek hasonldsagabol adodik, hogy AT =TP =8,
valamint AU = UQ = 18. TF U
PTF derékszogl haromszogben TF = (12 — 8 =) 4.

Pitagorasz-tétellel: 2 pont

FP =8 +4* = /80 = 44/5 valoban.

QFU derékszogl haromszogben FU = (18 — 12 =) 6.

Pitagorasz-tétellel: 2 pont

OF =+/18> +6> =~/360 = 6+/10 valoban.

Osszesen: | 6 pont

4. ¢) elsé megoldas

A két haromszog O-nal levo szdge kdzos. 1 pont

A szoget kozrefogo oldalaik aranya:

A0 182 3 . OF 610 3J5 3 | 2pont
—=——=—=——=, 1lletve = = =—,

OF 610 5 PO 102 5 5

Mivel a két haromszogben egy szog és a szoget koz-

refogo két oldal aranya megegyezik, ezért a két ha- 1 pont

romszog valdban hasonlo.

Osszesen: | 4 pont
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4. ¢) masodik megoldas

Az AFQ haromszog oldalainak aranya:

AF :FQ:04=12:610:18v2 =2:/10:342 . I pont
Az FPQ haromszog oldalainak aranya: 5
FP:PQ:OF =4/5:10:2 :63/10 = 2:4/10 : 342 . pont
Mivel a két haromszdgben a megfelel6 oldalak ara-
nya megegyezik, ezért a két haromszdg valdoban ha- 1 pont
sonlo.
Osszesen: | 4 pont
4. ¢) harmadik megoldas
Koszinusztétellel meghatarozzuk a PFQ szoget.
2 2 2
c0s PFO< = QF +FP"-PQ" 360+80-200 1 | 2pont
2-QF - FP 26410 45 2
A PFQ szog ezért 45°-0s. 1 pont
Mivel a két haromszogben két sz6g megegyezik
(O-nal levo szoglik kozos, és van egy 45°-o0s szogiik), | 1 pont
ezért a két haromszog valoban hasonld.
Osszesen: | 4 pont
II.
5. a) elsé megoldas
[n+4
lim =
+4 4
an:n =1+— 1 pont f_,_i
" " = lim | 21X
lim(1+ﬂj=(1im1+limi=]1+0=1 2 pont =ﬂ=1
n—>o n n—ow n—>w© pn 1
Osszesen: | 3 pont
5. @) masodik megoldas
Megmutatjuk, hogy lim nt+4 =1. 1 pont
n—o n
Minden pozitiv e-ra nt4 —1|<¢ teljesiil, ha n > 4 ,
. oo ® 1 2pont
ami a hatarérték definicidja szerint azt jelenti, hogy
az {a,} hatarértéke 1.
Osszesen: | 3 pont
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5. b) elsé megoldas

( n+4 4j
a,= =1+—
n n

. n . I pont
(Az {n} szigorian monoton nd, ezért) az {—  szigo-
n
ruan monoton csOkken,
4
tehat a {—} is szigoriian monoton csokken. 1 pont
n
Vagyis az {a,} valoban szigoriian monoton csokken. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
S. b) masodik megoldas
n+5
an+l_an: 1+i — 1+i :i_i: lpont mzn—ﬂz
n+l n) n+l n a, n+4
n
4n—-4(n+1) -4 n’ +5n
= = I pont | =———
n(n+1) n(n+1) n"+5n+4
(Mivel n > 0, ezért) a tort
(n> 0 miatt n(n + 1) > 0, tehat) 1 <0, 1 pont erteke kisebb 1-nél, tehat
) ) n(n+1) PORY Y sorozat valéban szigo-
vagyis a sorozat valdban szigoruan monoton csokken. riian monoton csélien.
Osszesen: | 3 pont
5. ¢)
A tortet egyszeriisitve: 1 vont
m+dn+3)n+2)(n+1)=24n+1)(n+3). P
(Mivel n > 0, ezért) oszthatjuk az egyenletet
(n+ 1)(n + 3)-mal: 1 pont
(n+4)(n+2)=24.
n’+6n-16=0 I pont
Ennek a pozitiv megoldasa n = 2. 1 vont
(Az egyenlet mésik gydke n =—-8.) P
Ellendrzés behelyettesitéssel vagy ekvivalens atalaki- 1 vont
tasokra hivatkozéssal. P
Osszesen: | 5 pont
5.d)
24(x +1)(x +3) = 24x> +96x + 72 1 pont
Az ffiggvény (amelynek grafikonja egy felfelé nyild
parabola) zérushelyei —1 és —3.
-1 1 pont
[ 24x* +96x+72)dx =
-3
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3 2 -1
=[8x +48x" +72x | = 1 pont
=(-8+48-72)—(-216+432-216)=-32-0= 1 pont
=32, és mivel a sikidom az x-tengely ,,alatt” van, 1
, .. .. . pont
ezért a teriilete 32 teriiletegység.
Osszesen: | 5 pont

6. a)
Az egyes napokon végzett feliilések szdma egy olyan Ez a pont akkor is jar, ha
{a,} szamtani sorozat egymast kovetd tagjai, melynek 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
differencija 5, és az elsd 14 tagjanak dsszege 1001. oldasbol deriil ki.
2 -1d)- 2a,+13-5)-14
( a1+(n2 )d)-n _ (2a,+13-5) 1001 1 pont
2a,+13-5=143 1 pont
a, =39 1 pont

a,,=39+13-5=104

(Tehét az elsé napon 39, az utolsén pedig 104 feliilést | 1 pont
végzett Domi, ami megfelel a feladat feltételeinek.)

Osszesen: | 5 pont

6. b) elsé megoldas

Jel6lje Dalma atlagsebességét (km/h-ban) az elsé
korben v. Ekkor a masodik korben az atlagsebessége 1 pont
v—3,5.

5

ora, a masodik kort 5,25
v v—3,5 1 pont

Dalma az els6 kort

oOra alatt tette meg.

Ha 12 km/h Dalma kétkoros atlagsebessége,
10,5

akkor a két kort 5 =0,875 ora (= 52,5 perc) alatt 1 pont*
tette meg.
5,25 5,25 1 1 1
igy megoldand6 az ——+———=0,875 egyenlet. 1 pont* | —+ =—
% v—3, v v=35 6

Megszorozva a tortek nevezdivel:

* _ _ _
5.25(v—3.5) + 5.25v = 0.875v(v — 3.5). Lpont™ | 6(v—3,5) + 6v=v(v-3,5)

A kijelolt miiveleteket elvégezve és rendezve

% 2 _ —
0,875V" —13,5625v+18,375 = 0 adédik. Fpont® | vi=15,5v+21=0

Ennek az egyenletnek a gyokei 14 és 1,5. 1 pont

A v =1,5 nem megoldas, mert ekkor a masodik kor

. s g . 1 pont
atlagsebességére negativ érték adddna. P

Dalma atlagsebessége az elsé korben tehat 14 km/h,
a masodikban 10,5 km/h volt (amely megfelel a fel- 1 pont
adat feltételeinek).

Osszesen: | 9 pont
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Megjegyzés: A *-gal jelolt 4 pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a vizsgadzo.

Dal Kot ki 5,25 5,25 1 Ez a 3 pont akkor is jar,
alma a ket kort ) + v_3.5 ora alatt tette meg, 1 pont ha a vizsgdzo tanult isme-
atlagsebessége pedig 12 km/h volt, retként hivatkozik arra,
10.5 hogy ebben az esetben az
igy megoldando a —————— =12 egyenlet. dtlagsebesség a két kor
5,25 5,25 1 pont | - ;o
+ -2 dtlagsebességének a har-
v v-35 monikus kozepe, és igy a
Az egyenlet bal oldalat atalakitva: % =12 egyen-
10,5 _10,5v(v-3,5) -
5,25(v=3,5)+5,25v  10,5v—18,375 Ipont| v v-3,5
v(v—3,5) letbol indulva helyesen
’ szdmol.
Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva az atalaki-
tott bal oldal nevezdjével:
10,5v> —36,75v = 126v—220,5, amelybdl rendezés 1 pont
és egyszeriisités utan v> —15,5v+21=0 adodik.
6. b) masodik megoldas
Ha 12 km/h Dalma kétkoros atlagsebessége, akkor a
két kort 10é5 =0,875 ora (= 52,5 perc) alatt tette meg. I'pont
Az elsd kor megtételéhez sziikséges 1dot (6raban) jelol- 1 pont
je t, ekkor a masodik kort 0,875 — ¢ 6ra alatt tette meg. P
fgy Dalma 4tlagsebessége a két korben rendre
225 , illetve _> volt. 1 pont
t 0,875—t
A két kor atlagsebessége kozti 0sszefliggés szerint
2 2
225 _35-_ 22 il 1 pont
t 0,875t
Beszorozva a tortek nevezdivel: 1 pont
5,25(0,875 — £) — 3,540,875 — £) = 5,25t. p
A kijelolt mtveleteket elvégezve és rendezve { . 5
3,50 — 13,5625 +4,59375 =0 adodik. pont | 1127 = 4341 +147 =0
3
Ennek az egyenletnek a gyokei 3,5 és (é =j 0,375. 1 pont
A t= 3,5 nem megoldas, mert ekkor a masodik kor 1
. L f i pont
atlagsebességére negativ ért€k adodna.
2 Y1
Dalma atlagsebessége az elsé korben 225 _ 14 km/h, Dalma az elsé kort
,375 0,375 ora = 22,5 perc,
. 5,25 1 pont | @ masodik kort pedig
a masodikban ’ =10,5 km/h volt (amely megfelel 0,5 dra = 30 perc alatt
a feladat feltételeinek). tette meg.
Osszesen: | 9 pont
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6. ¢)

Két kiilonbdz0 pozitiv valdés szam mértani kozepe
mindig nagyobb, mint a harmonikus koézepe, de ki- 2 pont
sebb, mint a szamtani kdzepe.

1 pont jar, ha csak az
egyik relacio helyes.

Osszesen: | 2 pont

7. a)

4.0, ¢

Egy homokszem térfogata T ~0,00419 mm>. 1 pont

A homok a pohar trtartalmanak 60%-at tolti ki.

0,6-2dl =12 dl=0,12 dm’ = 120 000 mm’ 2 pont

A ,.tele” 2 dl-es poharban kb. % ~28 639 618, 1 pont

3

Ez a pont nem jar, ha a
azaz kerekitve 29 milli6 homokszem talalhato. 1 pont | vizsgdzo nem kerekit,
vagy rosszul kerekit.

Osszesen: | 5 pont

7.b)
A homokkupac alapkorének sugara 1,55 m, 1 pont
magassaga +/1,8% —1,55% ~ 0,915 m, 1 pont
1,55% 10,91
térfogata >33 7; 0,913 ~2,3 m’. 1 pont
Osszesen: | 3 pont
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7. €) elsé megoldas

Jelolje a kup alapkorének sugarat », magassagat m, .
ekkor 7% +m?* = 1, 82 , ahonnan P2 = 3,24 — m?. pont
A forgaskup térfogata:
2 2
24— . 1 t
rmm _(3,24—m") i _ T (3. 24m—m). pon
3 3 3
N, . _T 3N po Ez a pont akkor is jar, ha
AV 10; L8[ > R; V(m) = 3 (3,24m —m") fligg 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
vénynek ott lehet maximuma, ahol a derivéltja nulla. oldasbol deriil ki.
V'(m) = g -(3,24-3m%) =0 1 pont
Innen (m > 0 miatt) m = /1,08 = 1,04 m. 1 pont
Az m =./1,08 helyen a derivaltfiiggvény pozitivbol V"(m) = —2mm
negativba megy at, ezért itt /'-nek (abszolut) maxi- 1 pont V"(1,04) <0
muma van. ’
Ekkor r (=+/3,24—1,08 =4/2,16) = 1,47 m, 1 pont
a maximalis térfogat pedig kb. 2,35 m>. 1 pont
Osszesen: | 8 pont

7. ¢) masodik megoldas

Jelolje az alkotok és az alaplap hajlasszogét (radian-
ban) a. Ekkor a forgaskup alapkdrének sugara 1 pont
1,8cos o, magassaga 1,8sina,

1.8 -1 -cos? o -si
térfogata pedig — T 0038 asmaé. 1 pont

T 1,8 -m-cos’ a-sina Ez a pont akkor is jar, ha
AT }O’E{ >R V()= 3 flige- 1 pont | ez a gondolat csak a meg-

oldasbol deriil ki.

vénynek ott lehet maximuma, ahol a derivéltja nulla.

1,8 -7-(cos® a.—2sin’ a-cosar) 3

V(o) = 3

0 1 pont

1
—,azaz o = 0,6155 (= 35,26°),

2 1 pont

amelybdl m (= 1,8sina) = 1,04 m.

Innen tg o =

1,8° - m-sina- (=7 cos® o+ 2sin” )

V'(a) =

3 1 pont
V"(0,6155) <0, igy ez valoban (abszolit) maxi-
mumbhely.
Ekkor (= 1,8cosa) = 1,47 m, 1 pont
a maximélis térfogat pedig kb. 2,35 m’. 1 pont

Osszesen: | 8 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo valaszait mertékegység nélkiil adja meg, akkor a c) feladatban
ezért osszesen 1 pontot veszitsen.
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8. a)

A kor egyenletét atalakitva: (x—2)° +(y—6)> = 53. 1 pont

A kor sugara Js53 , 1 pont

a kor kozéppontja (2; 6). 1 pont
Osszesen: | 3 pont

8. b) elsé megoldas

Az alapok hossza (példaul a két pont tavolsagara vo-
natkozo képlettel) AB = 92 és CD=52. 2 pont
A szarak hossza AD = BC =+/106 .

D (
Merdlegest allitunk D-bdl AB-re, a talppontot jeldlje 7.
(Az igy létrejott ATD derékszogli haromszog 7D be-
fogdjanak hossza a hartrapéz m magassaga, mig e be- 1 pont m
fogoval szemkozti o szoge a hlrtrapéz alapon fekvo
szoge.) Va
A T B

(A hurtrapéz tengelyes szimmetridja miatt:)

T:%~(AB—CD):2\/§. I'pont

=\ AD* — AT? =106 -8 =98 = 7+/2 (= 9,90) 1 pont

COSQ_(AD jzxf DT T2

— (= 0,2747), I pont | tgo=—-=—~==3,5

AT 22
amibdl a = 74,05°. 1 pont

Igy a hurtrapéz hegyesszogei 74,05°-osak,

tompaszogei pedig 180° — 74,05° = 105,95°-0sak. I pont

Osszesen: | 8 pont

8. b) misodik megoldas

(Az atlok M(4; 4) metszéspontja a rajta atmend
m magassagot két részre bontja.) 1 ¢
Ezek az AMB és a CMD egyenl6szara derékszogl pon Bl M 3
haromszogek atfogdhoz tartozdé magassagai.

c
Az AMB ¢s a CMD egyenldszar derékszogli harom-
szOgekben az atfogbhoz tartozd magasség a befogok
2 pont
2 V2
— -szerese, igy hosszuk — &5
2 2 2
Tehat m =742 (= 9,90). 1 pont
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A derékszogli BMC haromszogben az abra jelolése

alapjan

CM 5 1 pont
tgh'= =15

BM )9
amibdl B’ = 29,05°. 1 pont
B =P +45°=74,05°. 1 pont

fgy a hartrapéz hegyesszogei 74,05°-osak,

tompaszogei pedig 180° — 74,05° = 105,95°-0sak. I pont

Osszesen: | 8 pont

8. b) harmadik megoldas

N

(A hurtrapéz AC és BD atl6i parhuzamosak a koordi- 7
nata-rendszer tengelyeivel, igy merdlegesek egy-
masra.) Emiatt a htrtrapéz teriilete az 4tlok szorzata- 1 pont
14° B HEEED, D
nak fele: £ =——=98. /
4
C/ %
Az alapok hossza (példaul a két pont tavolsagara vo- | )
on
natkozé képlettel) 4B =92 és CD =52 P
, 2 2)-
Igy t= (9\/_+§\/_) m =98, 1 pont
amib8l m =72 (=9,90). 1 pont
A hurtrapéz szaranak hossza BC = V106 . 1 pont
Az ABC haromszogben koszinusztétel a 3 szogre:
COV2) +(V106)*-14* 2 1 pont

(= 0,2747),

osp 2.9y2.4J106 53

amibdl B = 74,05°. 1 pont

fgy a hurtrapéz szogei: o= p = 74,05°,

v=5=180°— B = 105,95°. L pont

Osszesen: | 8 pont

Megjegyzések: 1. A magassag kiszamitasaért jaro pontokat az alabbi gondolatmenet alkalma-
zdsa esetén is megkaphatja a vizsgazo:

az AB egyenes egyenletének felirasa: y =x + 9 (1 pont),

a C pontra illeszkedo, az alapokra merdleges egyenes egyenletének felirasa: y =—x + 3

(1 pont),

a két egyenesek metszéspontjanak (a magassag talppontjanak) kiszamitasa: T(-3; 6) (I pont),
a magassag (a TC szakasz hosszanak) kiszamitasa: m = 72 (1 pont).

2. A cosP értéke a ﬂ(9; 9) ésa ﬁ(9; —5) skalaris szorzata segitségével is kiszamithato:

ﬂ-ﬁ':9-9+9-(—5):9\/§-x/106-cosB, ahonnan COSBZ% (2 pont).

NG
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8.¢)

(Az 53-at két négyzetszdm Gsszegére kell bontani.)
0+53=1+52=4+49=9+44=16+37=25+28,

tehat ez a két négyzetszam csak a 4 és a 49 lehet, 2pont | 49+4=36+17
melyek (valamilyen sorrendben) a keresett pontok
két koordindtdjdnak négyzetei.
igy a kor egyenletében szerepld x helyére 4 kiilon- 1 ¢ 2;7), (2;-7),
bo76 értéket helyettesithetiink (2, -2, 7, ~7). POt 2. 7), (=2, -7),
Ezek mindegyikéhez két-két y érték tartozik. 1 pont 53’7’2%’)’(7(’_;,2)_’2)’
Tehat 6sszesen 8 ilyen pont van. 1 pont

Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: Ha a vizsgazo indoklas nélkiil felsorolja mind a 8 megfelel6 pontot, és ez alapjan
helyesen valaszol, akkor ezért 3 pontot kapjon. Tovabbi 2 pont jar annak indoklasaért, hogy

tobb ilyen pont nincs.

9. a)
A k pontt teljes graf éleinek szama @
1 pont*
A 2k ponta graf éleinek szdma @
k(kz_ D + 2k@k=D _ 697 1 pont*
5k* —3k—1394=0 1 pont
k =-16,4 nem megoldas. 1 pont
k =17 megoldas (és ez megfelel a feladat feltételei- 1
pont
nek).
Osszesen: | 5 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatmeneteért is megkaphatja a vizsgazo.

A 3k pontu teljes graf éleinek szama m
2 1 pont
Ezen pontok kozott 2k - k pont nincs dsszekotve.
@ —2k* =697 1 pont
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9. b) elsé megoldas

A bajnoksagban Gsszesen ( j =15 mérko6zést jatsza-
2 1 pont
nak le.
15 .
Ezek koziil 3-at = 455-féleképpen lehet kiva-
3 1 pont
lasztani (0sszes eset).
A mindharom mérkdzésen szerepld csapat 6-féle lehet.
Ennek a csapatnak az 5 mérkdzésébdl 3-at
5
(3) = 10-féleképpen lehet kivalasztani. 2 pont
A kedvezd esetek szdma igy 6-10 = 60.
Tehat a keresett valosziniliség 0 _12 0,132. 1 pont
455 91
Osszesen: | 5 pont

9. b) masodik megoldas

Tekinthetjiik a csapatokat egy hatponta graf pontjai-
nak, a mérkdzéseket pedig a graf éleinek. Annak a Ez a pont akkor is jar, ha
valoszinliségét keressiik, hogy a hatpontu teljes graf 1 pont | ez a gondolat csak a meg-
¢lei koziil harmat véletlenszertien kivalasztva a kiva- oldasbol deriil ki.

lasztott hdrom élnek van kdzos végpontja.

6
4 . 14 — 15 14 M _
A hatpontu teljes grafnak (J ¢le van (a bajnok I pont

sag mérkozéseinek szama).

4
Ezek koziil két egymashoz csatlakoz6 €It l-ﬁ = 2

valosziniiséggel valaszthatunk ki, mivel az els6 él tet- | 1 pont
szOleges lehet, a masodik ¢l pedig az els6hoz csatla-
kozo 8 ¢l valamelyike.

Ezutan annak a valoszintisége, hogy a harmadik kiva-
lasztott €l is az elsé két €1 kozos végpontjara illeszke-

dik % mert a koz6s csticsbol kiindulé 5 é1bs1 2-t 1 pont

mar kordbban kivalasztottunk.

Tehat a keresett valdsziniliség g% ~0,132. 1 pont

Osszesen: | 5 pont
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9. ¢)

(Tekinthetjiik a hat embert egy hatpontu graf pontjai-
nak, a kézfogasokat pedig a graf ¢leinek.)

(Egy 6 pontu egyszerii grafban nem lehet egyszerre 0
¢és 5 fokszdmu pont, ezért) a grafban az 6t kiilonb6z6
fokszam 0; 1; 2; 3; 4, vagy 1; 2; 3; 4; 5 lehet csak.

2 pont

(Ha a graf 6t pontjanak fokszama 0; 1; 2; 3; 4, akkor
a 4 fokszdmu pontot a 0 fokszamun kiviil mindegyik
ponttal 6ssze kell kotni. A 3 fokszamu pontot pedig a
0 és az 1 fokszamun kiviil mindegyik ponttal 6ssze
kell kotni.)

Ekkor a hatodik pont fokszdma csak 2 lehet,

1 pont

tehat az ¢élek (azaz a kézfogasok) szama lehet
(0+1+2+2+3+4 _j 6

2

1 pont

(Ha a graf 6t pontjanak fokszadma 1; 2; 3; 4; 5, akkor
az 5 fokszdmu pontot mindegyik ponttal dssze kell
kotni. A 4 fokszamu pontot az 1 fokszadmun kiviil
mindegyik ponttal dssze kell kotni. A 3 fokszdmu
pontot pedig az 1 és a 2 fokszamun kiviil mindegyik
ponttal 6ssze kell kotni.)

Ekkor a hatodik pont fokszdma csak 3 lehet,

1 pont

tehat az ¢élek (azaz a kézfogasok) szama lehet
(1+2+3+3+4+5 _)9

2

1 pont

Osszesen:

6 pont
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